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الحمد لله رب العالین والصلاة والسلام على 33-01( الرسلین سیدنا محمد خاتم 
النبیین وعلی آله وصحبه ومن تبعه إلى يوم الدین. 

بعد التوکل على الله العلي القدیر شرعت Š‏ كتابة هذا المؤلف والوجه لاخواننا الطلبة في 
الکلیات الادارية وا مالیة Š‏ الجامعات وحاولت أن تکون فقراته سهلة العرض وبسيطة لیتسنی لطالبنا 
العزیز وقارئ هذا الکتاب من فهم محتواه بیسر وسهولة وسنری أن هذا الکتاب یتضمن ستة وحدات 
الاولی فیها تتحدث عن الجموعات والاقترانات والثانية عن املعادلات والتباینات. آما 23111 فتعطینا فکرة 
موجزة عن المتتاليات والرابعة تتحدث بأسهاب عن الصفوفات والحددات. والخامسة تتحدث عن 
التفاضل وتطبیقاته واخيراً ولیس أخراً الوحدة السادسة التي تعطینا فكرة عن التکامل وحاولت في هذه 
الوحدات أن آثري موضوعاتها بالأمثلة المتنوعة وبالأسئلة آیضاً في نهاية کل وحدة. 


وف الختام لا يسعني إلا أن آشکر كل من ساهم Š‏ إخراج هذا الکتاب إلى القاری الکریم. 
واتمنی على زملائی أعضاء الهيئة التدريسية Š‏ الجامعات أن لا یبخلوا علي بالنصح والارشاد وتنبيهي إلى 
الاخطاء الموجودة فيه إن وجدت ولهم مني جزیل الشکر والعرفان. 


“аны 


10 


الوحدة الأولى 
الجموعات والاقترانات 


Sets and Functions 
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الوحدة الأولى 
الجموعات والاقترانات 


Sets and Functions 


Sets الجموعات‎ 4 


تعریف: 


المجموعة هي оде‏ من العناصر بینها صفات مشتركة تکتب بين حاصرتين [ ) وتسمی sob‏ 
الحروف الهجائية الکببرة: .... А, B, C,‏ 


ومن الأمثلة على الجموعات 
| 
е}‏ و4 ی وا و1۵ < ظ 


С-(1,х,х,х,...| 


LÍ‏ العناصر Š‏ الجموعات فتسمی بحروف هجائية صغيرة كما Š‏ الجموعة B‏ والعنصر- في ا مجموعة 
يكتب على الصورة 


. B ينتمي إلى المجموعة‎ a وتقرأ العنصر‎ (a E B) 
2А تعني أن 5 ليست عنصر في‎ )5 É A) 
: وتکتب الجموعة بطریقتین‎ 
عناصرها كافة.‎ Si أ- ذكر العناصر: وتکتب المجموعة‎ 
مثال : المجموعة التالية مكتوبة بذکر عناصرها‎ 
А={0,1,3, 5,7,9} 
ب- الصفة المیزة: تکتب الجموعة عن طریق جملة تعرف عناص الجموعة ولیس 555 عناصرها.‎ 
مثال: اکتب املجموعات التالية بذکر عناصرها‎ 


А= {хє ( :3 > х<10} 


٩:0 > > 1[‏ 2 1 د85 
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А={3,4,5,6,7,8,9,10} 
В=(0,1] الفترة‎ 
Kinds of Sets : آنواع الجموعات‎ 


empty set : الجموعة الخالية‎ -1 


المجموعة التي У‏ تحوي أي лах‏ ویرمز لها بالرمز 4 أو( ] . 
2- ا مجموعة النتهية : finite set‏ 
الجموعة التي تکون عناصرها محدودة . 
مثال: الجموعات التالية مجموعات منتهية 
l- A={2,4,6,8}‏ 
B={10, 20,30, 40 , 50,60}‏ -2 
С= {х,у ,z,w,u)‏ -3 
3-المجموعة غير اطنتهية : Infinite set‏ 
ا مجموعة التي تکون عناصرها غير محدودة . 
مثال : الجموعات التالية مجموعات غير منتهية : 
l- А-110,20, 30,......‏ 
| عدد طبيعي فردي В-(х:‏ -2 
C={xER:0<x<}‏ -3 
4- المجموعة الكلية : Universal set‏ 
وهي مجموعة کل العناصر قيد الدراسة ویرمز لها بالرمز U‏ وتعطی ضمن السؤال أو الدراسة. 
5-ا مجموعة الجزثية : Subset‏ 
تکون A‏ مجموعة جزئية من ا مجموعة B‏ اذا كانت جمیع A polis‏ موجودة في B‏ وتكتب على 
A C B уул!‏ وتقرأ А‏ محتواه في 8 . 
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وتکتب بصورة رياضية على النحو 
A—<x€PB)‏ دم 
مثال: 

اي ا مجموعات التالية مثل مجموعة جزئية من ابلجموعة الكلية: 
}0={1,2,3,....,10 
1-А-11,3,5,7,9|‏ 
|2-8-10,2,4,6 
3-С-12,4,6,8,101‏ 
|3,3-,2,2-,4-0-1-1,1 


5-Ё-11,2,3,...,10| 


الحل: 

АСО <= u مجموعة 4552 من‎ A 
2- ZU < u ليست مجموعة جزئية من‎ B 
3- 1 < مجموعة جزئية من نا‎ C 
4-D ZU < u ليست مجموعة جزئية من‎ D 
5- ECU < مجموعة جزثية من نا‎ E 


من U‏ وهي تحوي جمیع U pole‏ . أي U‏ مجموعة جزئية من U‏ حيث تکون الجموعة مجموعة جزئية من نفسها. 
5-متمم اللجموعة : 

متمم ا ملجموعة А‏ هو مجموعة كل العناصر 5292911 Š‏ المجموعة الكلية U‏ وغير موجودة في A‏ ویرمز لها بالرمز А‏ 
مثال : 

اذا كانت [ 2,3 ,1 ,0 ,1-, 2- ,3-{ = U‏ وکانت } 1- , 2- , 3-) = A‏ فما هي A‏ 


الحل: 


А={0,1,2,3} 
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تساوي املجموعات : 
تکون الجموعتان A , В‏ متساویتان اذا كانت 
АСВ,ВСА > A=B‏ 
آما الجموعتان المتكافئات فهما ابلجموعتان ОШЛ‏ تتساویان في оле‏ عناصرهما وتکتب على الصورة = А‏ 
B‏ 
مثال: 
أي من الازواج التالية متکافن وايها متساوي وأيها غير ذلك: 
B= {3,1,2,4}‏ , (4 ,1,2,3 = ۸ -1 
A ={0,1,2}, B={a,b,c}‏ -2 


3- A ={2,4,6,8,10}, B={x,y,z,w} 


Operation on Sets : العملیات على الجموعات‎ 
Union : 1-الاتحاد‎ 


یرمز للاتحاد وبالرمز adeg U‏ فان A U B‏ تعنی العناصر 5292911 Š‏ ۸ أو في B‏ . وتمثل باشکال فن 


۸ B 
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مثال: 

اذا كانت )10 B = {8, 10, 12, 14, 16).А-12,3,4,6,8,9,‏ 
احسب8 لا А‏ 

الحل: 


A U B= ) 2: 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 16} 


2۔ التقاطع : Intersection‏ 


يرمز للتقاطع بالرمز N‏ وتكون В A А‏ العناصر المشتركة بین ۸ و 8 . وهثل باشكال فن 


А B 


مثال: 


в (П A 8ء احسب‎ = )1, 2, 3, 4, 5( < A = )2, 3, 4, 6, 8, 9, 10} اذا كانت‎ 


: الحل‎ 
AN B={2,3,4} 

الفرق : 

يرمز للفرق بين مجموعتين باشارة (-) 

8 وغير موجودة في‎ A العناصر 529291 في‎ = A-B 


A -B={x:x EA Л x@B) 


وتمثل باشکال فن 


مثال: 
اذا كانت [ 8 , 6 , 4 ,2 1 - 8 , ( 4 ,3 ,2 ,1 ) = ۸ فحد 4- 8 , 8 - ۸ 
الحل: 
А-В= {1,3}‏ 


B-A = {6,8} 


Sets of numbers : مجموعات الاعداد‎ 
Natural numbers مجموعة الاعداد الطبیعیة:‎ -1 


وهي أصغر مجموعات الاعداد وتسمی أيضا مجموعة العد وتحتوي على الاعداد الصحيحة اطوجبة. 


4 دز ات N‏ 
2- مجموعة الاعداد الصحیحة: Ineger numbers‏ 


هى مجموعة الاعداد الوجبة والسالبة بالاضافة إلى الصفر 


I دیع‎ DL OTS e 
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3- مجموعة الاعداد النسبیة: Rational numbers‏ 


a 
وتحوي مجموعة‎ (45)-1:550 ab © 1 العدد النسبي هو العدد الذي یکتب على الصورة ۳ بحيث‎ 


الاعداد الصحيحة بالاضافة الى الکسور مثل 


257 8 4 
341610 1 1 


ویرمز لها بالرمز Q‏ . 


4- مجموعة الاعداد غير النسبية Irrational numbers‏ 


а 
مثل‎ ‹ (a,b)=1 ۰970 са, EI بحيث‎ b العدد غير النسبی: العدد الذي لا 54 کتابته على الصورة‎ 


جذور الاعداد التي ليست مربع کامل .......,1/20 ,1/10 V2, v6,‏ 
5- مجموعة الاعداد الحقيقية : Real numbers‏ 


وتحوي مجموعة الاعداد النسبية وغير النسبية ویرمز لها بالرمز R‏ . وقثل بخط مستقیم پسمی 
خط الاعداد حيث هتد من طرفيه من - إلى 00 ومنتصفه تکون نقطة الصفر وعلی يسار الصفر الاعداد 
السالبة وعلی هينه الاعداد الوجبة کالاتی: 


وأي «уг‏ من هذا الخط یکون مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد الحقيقية ویسمی فترة. 
الفترة : Interval‏ 


تعرف الفقرة كما LSS‏ سابقا بانها مجموعة جزئية من مجموعة الاعداد الحقيقية وهي الاعداد 
التي تمتد من النق لنقطة a‏ إلى النقطة b‏ وتکتب حسب نوعها کالاتی: 
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(а,5): (х € R:a<x<b} 


Half closed (На open) Interval 


] 2, 9 (<< € R:asx<b} 


[а,Ъ] -1Хх € R:asxsb} 


1- [2,4] 
2. [-1,3) 
3- (-10,-7) 
1- 
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Open Interval : 42 9:41 1-الفترة‎ 


2- الفترة نصف المغلقة (نصف ابلفتوحة) : 


Closed Interval : الفترة الغلقة‎ -3 


مثال: 


مثل الفترات التالية على خط الاعداد 


مثال: 

اذا كانت الفترات [4 , 1 ] = 8 , (3 ,2- ] = A‏ فاحسب ما يلي: 
А NB‏ 
ولا a‏ 


A-B 


В-А 


AN B= [1,3)‏ 
B =[-2,4]‏ لاه 
A-B=[-2,1)‏ 
В-А-13,4|‏ 
بعض قوانين الجموعات : 
۹٥ء U‏ ھ٦٥‏ ۸و لام ااه 
و لاه «١‏ لام-۱۵)ه لاه 
(AU в-а(1в)‏ 
8 لا САГ! в-а‏ 


A-B-A B 
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To 


مثال: 


اذا كانت (10, .... ,3 ,2 ,1 , 0{ U=‏ وکانت }10 ,9 ,8 ,7 ,6{ «C=‏ 


AUB 
А Пс 
АП в 
BUC 
АП с 
۸-6۲۱0 
(A لا‎ 8-6 


(BN © 


A U B= ) 1۱ 2, 3, 4, 5, 6, 8,10} 
А(1сС-16,8,10) 

AN в-А(/В-10,7,9) 

B U © - 41, 2,3,4 5, 6,7,8,9,10[ 
AN C=A-C={24} 

A-(B Nc) 

в(\с= ф 
А-(81С)-А-ф-А 

СА لا‎ 8-6 


А = {0, 1, 3,5,7,9 } 
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A = 12, 4, 6, 8, 10} ۰-01, 2, 3, 4, 5}‏ فجد ما پلی: 


А1)В8-1(0,1,2,3,4,5,7,9| 


( A لا‎ 8)-С-10, 1,2,3, 4,5( 


в. (BN © - لام‎ с)-в1/ с 


B U C= {1, 2, 3, 4 5, 6, 7, 8,9, 10} 


ثانياً: الاقترانات : Functions‏ 


وسنقتصر في وحدتنا هذه على دراسة بعض آنواع الاقترانات الحقيقية. والاقتران الحقيقي Real‏ 
functions‏ هو الاقتران ا معرف من مجموعة الاعداد الحقيقية الى مجموعة الاعداد الحقيقية. أي ج 18 :6 
R‏ 


)0153 545 الحدود: Polynomial functions‏ 
الاقتران على الصورة 
a, xî + 87‏ = ۶00 
یسمی اقتران كثير حدود حيث 
asap. a‏ آعداد حقيقية وتسمی معاملات 525 الحدود. n‏ : عدد طبيعي. 
والقدار (а, х")‏ پسمی الحد الرائی من حدود 505 الحدود. 
وتکون درجة 525 الحدود بقيمة أعلى أس ل Š (х)‏ الاقتران 
مثال: 
ما هي درجة کل من الاقترانات كثيرة الحدود التالیة: 
f(x) =3‏ -1 
х) =3x-4‏ -2 
f(x) = x - x+1‏ -3 
f(x) = х +x + 52-7‏ -4 


5- f(x) =2-3x+ x 
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الحل: 
1- الدرجة الصفرية ویسمی أيضاً اقتران ثابت. 
2- الدرجة الاولی ویسمی Lal‏ اقتران خطي. 
3- الدرجة الثانية أو إقتران تربيعي. 

4- الدرجة السابعة. 


5- الدرجة الثالثة آو اقتران تکعیبی. 


العملیات الحسابية على کثبرات الحدود: 
1- الجمع والطرح: 
يتم جمع (طرح) كثيري حدود بجمع (طرح) معاملات متغیرات التشابهة الأسس 
مثال: جد ناتج ما يلي: 
(3х - 4х + 6) 4(х-2хХ - 4x + 3)‏ 


(6x + Зх? - 4x + 5) - (Зх + x° -2х - 4x + 7) 


الحل: 
(Зх? - 4х2 + 6) + ( x° -2х - 4x + 3) = x° + x° -4x -4х + 9‏ 
(6x +3x-4x +5) - (3% +x -2х-4х-7)-3х”-х-3х-2х-2‏ 
2- الضرب: 
يتم ضرب كثيري حدود h(x) £ (х)‏ بضرب کل حد من حدود f(x)‏ 4355 حدود h (x)‏ . 
مثال: 


(f. h) (х) فجد‎ h(x) = (х2+2х-1) وكان‎ f(x) = 3× - 5x+4 اذا كان‎ 
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(f. h) (х) = (3x - 5x + 4) (x° + 2x- 1) 
= 3x° + бх? - 3х? – 5х? -10х + 5x + 4x° +8х-4 
= 3x + x -9x + 13 - 4 
القسمة:‎ -3 
يتم قسمة كثيري حدود باستخدام خوارزمية القسمة الطويلة‎ 
مثال: اذا کان‎ 
h(x) 4-ٹرے‎ f(x) -ثرے‎ 3x + 5 
باستخدام خوارزمية القسمة الطويلة‎ f(x) + h(x) فجد‎ 
الحل:‎ 


X + 1 


2-4 28 
x 


Эх ах? 


يكون ناتج القسمة 1 + × 
وباقي القسمة 9 


تمثيل کثبرات الحدود بيانياً: 


يتم مثل 2355 الحدود بيانياً باخذ قيم للمتغیر х‏ وایجاد ما یقابلها من قیم y = f(x)‏ واخذ 
نقاط تقاطع الاقتران مع محور X‏ ومحور y‏ ان آمکن ذلك. 


مثال : 


Да‏ الاقتران 2 + f(x) = x? - 3x‏ بيانياً 
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358 قيم ل x‏ ونجد منها ‏ كما في الجدول التالی: 


3 2 1 0 1 2 3 4 


f(x) 


20 12 6 p 0 Г 5 5 


مثال : 
مثل الاقتران 3 + 4 - × = f(x)‏ بيانياً 
الحل: 
x -3 -2 -1 0 1 5 2‏ 
f(x) -12 3 6 3 0 3 7‏ 


يقطع محور y‏ عند النقطة )0.3( ویقطع محور x‏ عند النقطة )1.0( وف الفترة 
)3 2-( 
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الاقتران النسبي: 


الاقتران النسبي هو اقتران مکون من كثيري حدود على شکل بسط plisg‏ على الصورة کثیر 
الحدود 


Х 
f(x) = хүс 10) #0 , р(х), h(x) كثيري حدود‎ 


ما هو مجال کل من الاقترانات النسبية التالية: 
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الحل: 
1- یکون الاقتران النسبي معرف على الاعداد الحقيقية عدا اصفار القام وف هذا الاقتران لا یوجد عدد 
حقيقي بجعل القام صفر. .. مجال الاقتران = R‏ 
2- نساوي امقام بالصفر فیکون 0 = 1 - × -> 1= × 
R / {1} Jll ..‏ 
3- یکون الاقتران معرف عندما یکون 0 < 4 - × 
ولایجاد مجال الاقتران نجعل 0 = 4 - x°‏ ونبحث Š‏ اشارة الاقتران 


%=43 x= +2 


.. یکون الاقتران موجب على ]2 ,2-[ / R‏ 


وهذا هو مجال الاقتران النسبي 


مثال: 


ارسم منحنی الاقتران 
2x‏ 
x +1‏ 


f(x) = 
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f Ш 2x 
وٹ‎ = i 
-3 
x 3 2 1 0 1 2 
-8 -6 
w b 8 1 0 -1 w Ч 
10 10 
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العملیات الحسابية على الاقترانات النسبية : 
1- الجمع والطرح: نوحد ا مقامات كما في الاعداد 
مثال: جد ناتج ما يلي: 


x+1 Ə3x+1 _ 725-14-7 
27-5 x-2 2х"-9х-10 


2- الضرب: نضرب البسط في البسط والمقام في المقام 
مثال: 


25:53, 2-2 _ 2x -×-6 
х-1 3x+4 3х? +7х+4 


3- القسمة: نحول القسمة إلى ضرب بقلب الكسر الثاني 
3x+2 x+5 3x+2, x°‏ 


x’ +1 x° x?’ +1 х-5 


3x? + 2x 


2+5 لم 2هير5 + х?‏ 


إقتران القيمة امطلقة: Absolute value function‏ 
اقتران القيمة المطلقة هو اقتران مجاله الاعداد الحقيقية ومجاله القابل الاعداد الحقيقية 
الموجبة مع الصفر . أي 
}0{ لا R+‏ ج f:R‏ 
مثال: 
اذا كانت к) = |х|‏ جد: 
а) 81)‏ 
b) f(-2)‏ 
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a) f(1) =|1| =1 


b) 6-2) =| -2| =2 


مثال: 
آعد تعریف کل من الاقترانات التالية: 
E‏ 
sia]‏ 
ادا +ع = f(x)‏ -3 
۳ 
f) = —‏ 4 
x‏ 
الحل: 
1- نعید تعریف الاقتران بحيث نضرب x‏ في اشارة سالب اذا كانت سالبة وذلك لتتحول الى موجب واذا 
كانت موجبة GAS‏ كما هي: 
Х х20‏ 
f(x) =‏ 
-Х > 0‏ 


f(x) = | x | эх -2‏ نحذف اشارة القيمة المطلقة وذلك لان الاقتران التربيعي Llo‏ موجب 


Х-Хх-2 x22 
3- f(x)=x+ | x2 | = 
Х-Х-2 x <2 
2x—2 x>2 
2 X<2 
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Эс х»0‏ اتا 
х) = = 4‏ 
Е х<0‏ 5 
Х‏ 
х»0‏ 1 
х«0‏ | ” 
مثال: 
آرسم منحنیات الاقترانات التالية : 
Ё) = |х|‏ -1 
х) = |x]‏ -2 
f(x) =x+ |x - 2]‏ -3 
الحل: 
х х20‏ 
fx) = | «| =‏ 1 
-x х«0‏ 
х -3 2 4 I 5 i‏ 
3 2 1 1 2 5 10 


f(x) 4 1 0 1 4 


2x—2 x>2 
3- f(x) = x+ РЖ: | - 
2 2> 2 
х -3 -2 -1 0 1 2 3 
f(x) 2 2 2 2 2 2 4 
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Exponential function : الاقتران الأسى‎ 


الاقتران الأسي هو اقتران مجاله الاعداد الحقيقية ومجاله المقابل الاعداد الحقيقية الموجبة أي 
f: В"‏ 
حيث f(x) =a"‏ 
حيث a‏ عدد حقيقي موجب. يسمى са‏ الاساس ء ×: الاس 
ومن الامثلة على الاقترانات الاسية 
f(x) = 10° f(x) =e“ f(x) = 2*‏ 
اذا كان الاساس ‏ فان الاقتران يسمى اقتران الاس الطبيعي f G) = е“‏ 


واذا کان الاساس = 10 فان الاقتران يسمى الاس العشري "10 = ) f‏ 


l- a.a =a” 
X 
a 5 
7ج < - .و‎ 
а? 
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5- a =1 
x 
y 
ے‎ a” "وخ‎ 
ہے چے‎ 1 
ГЭЖ сэн 
а 


ویکون التمثیل البياني للاقتران الاسي على الصورة 


)0,1( 


ونلاحظ من الرسم أن منحنی الاقتران الامي يقطع محور y‏ عند النقطة (1 0) ولا يقطع محور × . 
مثال: 
بسط المقادير التالية إلى أبسط صورة 
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= 21 ; 
. 43 = = 
2. $ ( 


2 2.3 48 ша 
xC . 8 
“ 3 
1 
: ын 3 
V .62.4 
- 23° 
„(4 
Бэ! 5 
2 
.4? 


1 
1 
1 


2 2 
.32 
.22 
ون‎ эн 
(ее E | -3 
| 8 
ke) е 
294 = 
3 = e:e? ۱ 
2 
ЯЛЫ 1 
3 == е? 0 | 
-e° ظ‎ ۱ 
x : 
| 4 


ёр 
e2 
ех 
3م‎ 2 
е? 
e 2 
.2 


مثال: 


حل المعادلات الاسية التالية: 


1- 32 = 243 
Da 
2- |=] =— 
2 16 
الحل:‎ 
1 сын = з? 
2.2х-1-5 


>x =4 ديرج‎ + 


Logarithmic function الاقتران اللوغاريتمى:‎ 


الاقتران اللوغاريتمي هو الاقتران المعكوس للاقتران الاسي وبالتالي يكون الاقتران اللوغاريتمي 


معرف من مجموعة الاعداد الحقيقية ا موجبة الى مجموعة الاعداد الحقيقية 
أي f:R'— R‏ 
بحیث fx) = 10g, х,а ER‏ 

اذا كانت *م у=‏ = ,108 = × 

ویکون التمثیل البياني للاقتران اللوغارتمي كما يلي: 
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(0,1) 


نلاحظ أيضاً من الرسم أن منحنی الاقتران اللوغارتمي يقطع محور ‏ عند النقطة )0 1( ولا یقطع محور y‏ 


مثال: 
جد الاقتران المعكوس لاقترانات التالية: 
f(x) = 2"‏ -1 
f(x) = e"‏ -2 
f (x) = 6‏ -3 
2 
f(x) = 10"‏ -4 
الحل: 


1- f' (х) = log, x 
2- © (х) = 8 


وهذا یسمی اللوغاریتم الطبيعي ویکتب على الصورة Гах‏ 


3- ©" log, x 
2 


4- f'(x) -Товүх = log x 
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وهذا یسمی اللوغاریتم العشري. 


لایجاد الوغاریتمات والاسس الطبيعية والعشرية تستخدم جداول خاصة تسمی الجداول اللوغارمية أو 
تستخدم UYI‏ الحاسبة . 


بم 


دن 


log, 3+ log, 6-108,9 
log, 4 
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قوانین اللوغاریتمات: 
log, x.y = log, x + log, y‏ - 
x‏ 
log, — = log, x - log, y‏ - 
y‏ 
log, x = y log, x‏ - 
log, а= 1‏ - 
1 
log, — = -log, X‏ 5 
x‏ 
log, 1-0‏ 
2225 
Inx‏ 
Хээ‏ 08 
lny‏ 5 
مثال: 
بسط ما يلي الى ابسط صورة 
0 + 108100 + 10810 
1021000 


: 10810 + 108100 + 1081000 _ 1+ 10810* + 0۴ 


log1000 log10° 
0 14243 6 و‎ 
3 3 


А log, 3+ log, 6-log,9 108, 3۰6-089 
1084 log, 22 


Log (x-1)° = log(2) + log(32) 


Log (х-1) = log (2) (32) = log 64 
= 3log (x-1) = log4° = 3log4 


=> log (x-1) -1084-2х-1-4-2х-5 
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مثال: 


حل АЗЫ‏ اللوغارتمية التالبة: 


1- 0 
2- log, 8 
ehe e 
In 6 
2- log, 8 = mg = 1.893 
3 


مثال: جد اللوغارتمات التالیة باستخدام الآلة الحاسبة 
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تمارين 


- اذا كانت }20 ,17 ,15 , 11{ = A‏ ء (20 > B = {x € N: 10 > x‏ أجب عن الأسئلة )4-1( 


1-A [) 8 


2-A UB 
3-A - В 


- ظ -4 


аро U ثلاثة مجموعات من‎ A, B, C وکانت‎ U = {x € 1: -10 > × > 15 [ اذا كانت‎ - 


} عدد موجب B=[x:x‏ , [ عدد فردي А-(х:х‏ 
} عدد لیس موجب С = Íx: x‏ 


أجب عن السئلة )14-5( 


Z لام‎ в 
8-8(1 © 

9- А-(В-С) 
10- (A لا‎ B)- C 
11- U 8 [1 O) 
12- U - (B U © 
13-A [) (B (1 o 


14- АЙ с 
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-اذا كانت )4 ,2( = © , [5 ,1( = А = ]0 , 3[ , B‏ أجب عن الاستلة )20-15( 


16-8 Uc 
17-A) BU و‎ 
18- (A لا 8 لا‎ c 
19- C-A 
20-В-(А لا‎ O 


(25-21) للاسئلة‎ f (0.2), f(-1), f(0) جد‎ - 


21- Қх) =x - 2x + 4 


22- f(x) = 
х-2 


23- f(x) وماے‎ | Зх + — 
Х 


2 
24- f) = e” + |x| 


25- f(x) = 10° 


- جد ناتج العمليات الحسابية للاسئلة )33-26( 


26- ( +x +1) + (х -3x - 2x + 5 

27-(4х -3х + 5) - (x -5х-3) 

28- (2x° -3х + 4) x- 1) 

29-(4х -бх + x) + (x - 2) 
2x+1 +1 


30- + 
xX2—-2 22-2 


x 1-х 


31- — - 
x +1 3х-2 


х-2 х-1 
2Х-3 х-3 


43 پڪ 


32- 


33- 


34- 


35- 


36- 


37- 


38- 


39- 


40- 


41- 


42- 


43- 


44- 


4 


Ол 


2+4 ۰ х-2 
4х+1 3х-5 


(узо (8) (6 
EOG 
eXe) 

(4* (16) 
ёр) 


1 
3log, 243 - log, 27 + 9 log, 1 
log, 4+ 2 
1 
-108,8 
2 87 


log 11 + log 30 - log 33 


- بسط ا مقادیر Š‏ الاسئلة )39-34( إلى ابسط صورة 


- حل ا معادلات الاسية واللوغارتمية Š‏ الاسئلة )45-40( 


4 - (17) 2° + 16 = Ü 


log - 4/27 = 1.5 


- log, (6х-9) = 2 
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46- اذا كانت х"‏ وف ا 752827 


- استخدم اللوغارتقات في تبسيط القادیر Š‏ الاسئلة )49-47( 


)673|549)13.82( یر 
147900 


шд (812)041.5) 
431 


49- 50.0017 


13-50 کان لدی محمد ёл‏ )3000( دینان ینفق Аха‏ بحیث یتناقص ا مبلغ اسبوعیا معدل 2458 قدره 
0 حسب العلاقة «C, = С, (1+P)"‏ حيث 


P = الثابت‎ Јл 

ا مبلغ الأصلي = C,‏ 

ا مبلغ بعد n‏ آسبوع = C,‏ 

بعد كم اسبوع يصبح المبلغ نصف ا بلغ الأصلي . 


51- باستخدام آشکال فن آثبت أن 


А UB-=(A П BUA Пв) Оса Пв) 
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الوحدة الثانية 


ا معادلات واطتباینات 


Equations and Inequalities 
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48 


الوحدة الثانیة 
امعادلات والتباینات 


Equations and Inequalities 


أولاً: العادلات Equations‏ 


يحتل موضوع المعادلات مكانة كبيرة في الرياضيات وهو من أقدم المواضيع التي طرحت 
للبحث. وف وحدتنا هذه سنتطرق إلى حل المعادلات الخطية والتربيعية بالإضافة إلى حل انظمة امعادلات» 
نظام معادلتین بمجھولین ونظام ثلاثة معادلات بثلاث مجاهیل. ويقصد بحل املعادلة هي ايجاد قيمة 


0 - جا + جج 
ax —b‏ 
۹ ۹ 
l- 2-3-0‏ 
6х-15‏ -2 
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ا متغیر أو التغبرات املوجودة في المعادلة . 
أدحل العادلات الخطیة: Linear equation‏ 
الشكل العام للمعادلة الخطية هو: 0 = ax + b‏ 


ах +b -b=0-b للطرفین‎ -b نضیف‎ -1 
ax = -b Taws 
-5 ۱ 
=> х= — نقسم الطرفين على ه لتصبح‎ 
а 
مثال:‎ 


حل العادلات الخطية التالبة: 


-X -X 
х+1 = -3 

-1 -1 
— x = -4 


ب۔ 4550 1 بیعیة:  Quadratic equation‏ 
431441 التربيعية على الصورة 
0ے + ах + bx‏ 
08539 حل المعادلة بعدة طرق منها: 
1-الفرق بین مربعین: ویکون الحل بهذه الطريقة А)‏ خاصة من امعادلات التربيعية التي تکون على 


الصورة 0 = a°‏ - × 
ویکون حلها على الصورة 
(x - a) (x + a) =0‏ 
-»х-а,х--а‏ 
مثال : 
حل املعادلات التربيعية التالية : 
l- х-4-0‏ 
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2- 9х-25-0 


l- x -4=0 

— (x -2) (x +2) = 0 
-х-2,х--2 

2- 9% -25 =0 


5 (3x - 5) )3x + 5( = 0 


=> 32-5 -0 — x= 


=> 32+ 5 -0 => х= — 


2-الاقواس : 

ویکون الحل بهذه الطريقة بفتح قوسین وتوزیع х‏ والثوابت على الاقواس. 

مثال: 

جد حل العادلات التربيعية 
x - 5+60‏ -1 
х -3x-4=0‏ -2 


3- 2x -3x=5 


l- x - 5+60 

=> (x-3)(x-2)= 0 
=> x-3=0 —>x=3 
—x-2=0— x=2 
2- х-3х-4-0 

5 (x -4) (x +1) = 0 
-ع جب‎ 4-0 => x=4 
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—x+1=0— x-1 
3- 2% -3x=5 
— 2x -3x -5=0 
5 (2х - 5) (x +1) = 0 
=> 2x-5=0 — x=2.5 
—x+1=0— x=-1 
: مثال‎ 
)-1 , 4) اکتب املعادلة التربيعية التي جذراها هما‎ 
الحل:‎ 
نستخدم الطريقة العكسية في الحل‎ 
المعادلة هما‎ hi> یکون‎ 
x=-1 کک‎ x+1 =0 
х-4-» х-4-0 
-5(х-1)(х-4)-0 
وهذه هي العادلة التربيعية‎ 
>x - 3-4-0 
القانون العام:‎ -3 


ویکون الحل بهذه الطريقة عن طريق القانون 


= 2а 
. بالمیز‎ ۸ = b°-4ac 531 ویسمی‎ 
وهناك ثلاث حالات للحل بهذه الطريقة:‎ 
فیوجد حلين للمعادلة.‎ (A < 0( الحالة الأولى: اذا كان ا ممیز‎ -1 

فلس ی 
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2-الحالة الثانیة: اذا كان ا ممیز )0 = (А‏ فیوجد حل وحید للمعادلة. 


3- الحالة الثالثة: اذا كان (А > 0( за‏ فلا يوجد حل حقيقي للمعادلة. 


مثال: 


حل المعادلات التربيعبة التالية: 


x +2x-3 =0 
3x 4х +5 =0 
х 2x+1=0 


x’ -5x+3 =0 


x +2x-3 =0 


a=1,b=2 ,c=-3 


А = (2)? - (4)(1)(-3) = 4 + 12 = 16 > 0 


. يوجد حلين للمعادلة هما: 


2-416 _ —2-4 _ 


ЭР 3 
(20 2 
-2+416 -2+4 

х,- - -1 

2 2 


337 - 4+ 5 =0 


а-3,0-41,с-5 


A = (-4)? - (4)(3)(5) = 16 - 60 = -44 > 0 


. لا یوجد حل حقيقي للمعادلة 
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3- X -2x+1 =0 
a=1,b=-2,c=1 
А = (-2)2 – (4)(1)(1) -4-4-0 


.. پوجد حل وحيد للمعادلة هو 


4- X -5x+3=0 
a=l,b=-5,c=3 
А = )-5( - (4)(1)(3) = 25 - 12 = 13 > 0 
یوجد حلین للمعادلة هما‎ ۰ 


-(-5)-413 _ 5-3 


= 


)2(0( 2 
5+3 
5 
System of Linear equations : المعادلات الخطية‎ ЗААЛ ج- حل‎ 
یکون الشکل العام لنظام امعادلات الخطية کالاتی:‎ 
ацх, + a,X, + .... + a,,x, = b, 
a, X, + a,X, + ..... + وکو‎ = b; 
а 11 + а + ..... + ax, = Dp 


حيث Lë m‏ عدد امعادلات» оде n‏ التغیرات. 


ستکون دراستنا في هذه الوحدة متعلقة بحل نظام معادلتین مجهولین 45559 معادلات بثلائة 
مجاهیل وبطریقتین الحذف والتعویض . 
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1- حل نظام معادلتین هجهولین: 

یکون نظام معادلتین بمجهولين على الصورة 
с‏ > ترما + a,x‏ 
ax + b,y = c,‏ 


ویکون الحل باحدی الطریقتین الحذف: حيث نجعل معاملات احد المتغيرين Š‏ العادلتین نفس القيمة 
ولکن باشارتین مختلفتین ثم نجمع امعادلتین ونجد منها قيمة المتغير الآخر ثم نعوض 4443 Š‏ احدی 
العادلتین ونجد قيمة المتغير الأول. 


مثال: 


حل النظام التالي من امعادلات بطريقة الحذف 


الحل: 
نضرب امعادلة الأولى ب (2-) والثانية ب )3( لحذف المتغير у‏ فتصبح ال معادلتان 
-4x - 6y = -14‏ 


9x + 6y = 24 نجمع‎ 


5x =10 


تعوض قيمة х‏ في امعادلة الثانية : 
8 = 27 + )3(2 


6 + 2у = 8 
-»2у-2 
"۰ 7 < 1 


آما بطريقة التعویض ex‏ وضع әда‏ بدلالة الآخر من احدی العادلتین ثم التعویض Š‏ املعادلة الاخری 
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)1( موا وس 1 ا زیر ЕЗУ‏ 
na G a: 0)‏ بو 3 كوو 2 
тЫ (3)‏ 0 2 


2 (2 - Зу) + 5у = 3 
=> 4- бу + 57 = 3 


-»-у--1 


-2 / 3x + 4y = 9 


31 2x + 37 =7 
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مثال: 
حل النظام التالي من ال معادلات بطريقة التعویض 


الحل: 


نضع х‏ بدلالة y‏ من العادلة الأولى لتصبح 


نعوضها Š‏ ا معادلة الثانية 


نعوض قيمة ‏ في ا معادلة الثالثة لایجاد قيمة х‏ 


مثال: 


حل النظام ДО‏ من العادلات بطریقتین : 


الحل: 
1- بطريقة الحذف 


-6x - 8y = -18 
6x + 9y = 21 نجمع‎ 


y =3 


Зх + 4(3) = 9 


Зх + 12 = 9 
ج‎ Зх = -3 


— х= 1۔‎ 


3 , ()-3-4-41 
Х-3- = 3 - 4 = - 
3 


نعوض Š‏ المعادلة الاولى 


2- بطريقة التعويض من المعادلة (1) 


نعوض في المعادلة (2) 
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2- حل نظام 4333 معادلات بثلائة مجاهیل 
0553 نظام ثلاثة معادلات بثلاثة مجاهیل على الصورة 

a,x + b,y + بك = تر‎ 
ax + رها‎ + c, = d, 


a,x + b,y + cz = d, 


05539 الحل باحدی الطریقتین الحذف أو التعویض كما في نظام معادلتين بمجهولين. 


مثال: 

حل النظام من العادلات بطريقة الحذف ثم بطريقة التعویض 
ere (1)‏ 2 22 + + ور 
)2( م و 13 ے 32+ 2 
)3( ۳ )+ 9 و" 


الحل: 1- بطريقة الحذف 
نضرب АЫ‏ الاولى ب (1-) ونجمعها مع المعادلة )2( 
-x — y - 27 = -9‏ 


2x + y + 3z = 13 نجمع‎ 


aso (4)‏ سپ ی | کے رت جرا 


-3x - 3¥ - 6z = - 7 


x+3y-z=4 
عون‎ L E rn (5) 
یصبح لدینا معادلتين بمجهولين‎ 
ХЕ АО она (4) 
وو و‎ A E OA (5) 
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x+3=4— х-1 


1 +۲ + 2(3) =9 
у+7=9 —y=2 
x = 9-у- 22 (1) من المعادلة‎ 
2(9 - y - 2z) + y + 37 = 3 


18 - zy - 42 + y + 3z = 14 


-y - z = -5 


2)5 - z) - 32 = -5 
10 - 2z - 32 = -5 


-5z = -15 


-9 7-3 
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نضرب امعادلة )4( Š‏ )2( ونجمعها مع 5 


نعوض قيمة z‏ 3 العادلة )4( 


نعوض قيمة ,< في ا معادلة )1( 


2- بطريقة التعویض 


نعوضها في المعادلة )2( 


ثم نعوضها Š‏ المعادلة (3) 


نعوضها في )5( 


у-5-3-5Ру-2 


х 3 نعوض‎ 
х-9-2-02(3) 
— x=9-2-6 
— x = 1 


Inequalities التباینات:‎ 


المتباينة هي أي عبارتین جبریتین پربط بینهما احدی ادوات الربط 4441 )>( اقل من )<( اكبر 

من (<) أقل من أو يساوي (S)‏ اکبر من أو يساوي ومن الامثلة على ا متباینات: 
х<2‏ -1 
3- > 1+ع -2 


0 > 5بع2 +ع -3 


تعريف: 

تسمى مجموعة کل قيم (х)‏ التي يمكن أن نعوضها في المتباينة بغض النظر عن صحتها مجموعة التعویض, 
وهذه الجموعة تعطى في السؤال وتكون عادة إحدى مجموعات الاعداد وفي كل امثلتنا في هذه الوحدة 
ستكون مجموعة التعويض هي مجموعة الاعداد الحقيقية "R"‏ . 


تعريف: 
تسمى مجموعة قيم x‏ التي تجعل التباينة صحيحة (أي التي تكون حلاً للمتباينة) مجموعة الحل 


مجموعة الحل تكون مجموعة جزثیة من مجموعة التعويض . 
مثال: 


جد مجموعة الحل لكل من ا تباینات التالية: 
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3- x +3x% + 2 < 0 


4- <0 , Xz-1 


الحل: 
مجموعة الحل لأي متباينة تکون مجموعة جزثیة من مجموعة الاعداد الحقيقية 


1- 3Х-2»х-41 


نضيف للطرفین + 2 

37 < ۶ +3 

3Х-х»3 
2x » 3 

نقسم الطرفین على 2 

3 
Фоне 
2 


(. 0453 مجموعة الحل هي الفترة ا مفتوحة 38( 


х7-5х2-6‏ ے 
نضیف للطرفین + 6 
x” - 57 +6 <0‏ 
نحلل العبارة التربيعية 
(х-31х-2)20‏ 


نبحث 3 اشارة الاقتران عن طریق خط الاعداد وتکون اشارة الاقتران التربيعي عکس اشارة х‏ ما بین 
الجذرین ونفس إشارة x°‏ خارج الجذرین 
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+ +++ ++ ++ ات + + + + ++ 


37 تكون مجموعة الحل هي )00 < 3[ U‏ ]2 , 00- ) 
X `+3xX”+2x<0‏ 3 


35 عامل مشترك 
x(x + 3x + 2(> 0‏ 
نحلل العبارة التربيعية داخل القوس 
х(х + 2( +1) <0‏ 
فتکون جذور الاقتران هي [ 2- 1- 0) 
نحدد اشارة الاقتران على خط الاعداد 


------ +++++ ---- ++++++++ 


.'. تکون مجموعة الحل للمتباينة هي ]0 1-] U‏ [2- 60) 


253-1 
4- j <0 
x+1 


في الاقترانات النسبية نحدد اشارة البسط واشارة المقام على خط الاعداد ثم نقسم الاشارات 


2x-1<0= x< البسط‎ 
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+ + + +++ +++ پ — 


وه 
1 


2 


x+1<0— x<-1 امقام‎ 


------- ++++ +++++++++i+i+i+ 


+++ +++++ ص٦6 ЕКЕ‏ 
جح« — ....س۹کۃآے؛..... ح-_[.ھھ._ےےسس.۔>۔ تت 
1 1- 
2 


تکون مجموعة الحل للمتباينة هي الفترة ا مفتوحة Э‏ 6 
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تمارين 


- حل المعادلات في الاسئلة (9-1) 


1- 77 + 5 = 19 
2- 5 +1 = 3-7 


2х +1 
. 241, 


6-x + 3x+4=0 
7-7 - 16 = 0 
8- 4% -9 = 0 


9-% -7 =0 


- حل انظمة العادلات في الاستلة )13-10( إن وجدت 


10- 3x + 4y = 12 

8x + 5y = 2 
11- 2x + 37 =7 

4x + бу = 12 
12- 2х + 37 - 52 = 17 

х +32= 0 

-4у + 22 = -10 
13- х+у+2= 4 

2х + 37 = 5 


х + 2у + 32 = 9 
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4- اذا كانت 0 = 4 + bx‏ + جه معادلة تربيعية لها الجذران (1- 5( فجد قيمة کل من бар‏ 


15- نقطة التوازن هي النقطة التي یکون عندها العرض يساوي الطلب. فإذا كانت 


16-7 + 5 > 26-9 
17- х? - 22-3 > 0 
18- 2x° – 7х? + 5x > 0 
19- 
473-2 


7 х-3 
20- —< 


2 2 


<4 


а) 1 > 22-3 > 3 


Б)х-7х-1050 , 


2 
ХЭ-3Х-4 Si 


› 


دالة الطلب هي : 4 - م3 = О‏ 
دالة العرض هي: Q =P” - 2р‏ 
فجد قيمة P‏ التي تحقق نقطة التوازن. 


- جد مجموعة الحل للمتباینات 8 الاسئلة )20-16( 


19 < 3× + 4 55 


2 > 26 - 4 > 8 


دالة الطلب 0 + 20- = P‏ 


21- آوجد تقاطع مجموعتي الحل لکل من التباینتین 


22- آوجد العادلة التربيعية التی جذراها هما )3 , 2-) . 


13-23 كانت دالتي العرض والطلب هما : 
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1 
P= 20,+25  ضرعلا دالة‎ 


P‏ = السعر 
Ор‏ = 4,5 الطلب 

Q,‏ = كمية العرض 

جد السعر والكمية عند نقطة التوازن . 
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الوحدة الثالثة 
التتالیات 


Sequences 
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الوحدة الثالثة 
التتالیات 
Sequences‏ 


التتالیة: 


هي عبارة عن اقتران معرف من مجموعة الاعداد الطبيعية N‏ إلى مجموعة الاعداد الحقيقية R‏ 
وتکتب على الصورة 
a‏ وھ سا وھ وھ ريه = {any‏ 
وتسمى العناصر ара, ... a,‏ حدود امتتالية بينما يسمى الحد (,2) الحد العام للمتتالية . 
وتکتب ФУ АЈ‏ حدها га,‏ 
مثال : 
اکتب الحدود الاربعة الأولى لكل من АЈЫХЫ‏ 


2- {3n -п?} 
3- {20 +4} 
4- {2%} 
الحل:‎ 
apa as a, الحدود الاربعة الأولى هي‎ 
1- a, 2287 2,а, 207 8 
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25-41 26. 

үн со 
64+1 65 

an JJa = 55 


مثال: 


آوجد الحد الخامس والحد الثامن للمتتالية 


الحل: 
الحد الخامس 
الحد الثامن 


المتتالية الحسابية : 


ا متتالیة الحسابية هي امتتالية التي یکون الفرق بين أي حدين متتالیین فيها مقداراً ثابتاً یسمی آساس 


а,-а +d —d=a,-a, 


a = یه‎ + 4 © 4-а,-а, 


a =a, + 4 > 4-а,-а, 


ап=а, +4 > Я=а, -а, 


1,4,9, 16, 25,.. 


0 بو و وج 


6,6,6,6,6,... 


المتتالية ویرمز له بالرمز d‏ 


اي اذا كانت a,‏ ... , ره , ره , ,2 = Аша fan}‏ حسابية فان : 


مثال: 
اي التتالیات АЈ‏ حسابية واذا كانت فما هو اساسها 
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نراإارم | تن 


.2 حسابية آساسها )3( 


.'. متتالية حسابية اساسها (2-) 


.1 متتالية حسابية اساسها )0( 


الحد العام للمتتالية الحسابية : 
اذا كانت (ад)‏ متتالية حسابية حدها الأول a,‏ واساسها d‏ فان 
ل + a =a‏ 
0 + به < 4 + ره < a,‏ 
а,-а,-4-а,-34‏ 


а, = a, + 4d 


a, = a, + (n-1)d 


.. الحد العام للمتتالیة الحسابية هو 


a =a, + (n - 1) 4 


مثال: 
آوجد الحد العام للمتتالية الحسابية التي حدها الأول )2( وأساسها )5( ثم آوجد الحد الخامس عشر- 
للمتتالية 
الحل: 
ау= 2‏ 
4-5 
Og 7.‏ الحد العام هو : 
a, = a, + (n-1)d‏ 
(n-1) (5)‏ + 2 = 
a, = 5n - 3‏ 
الحد الخامس عشر 
a, = 5)15( -3‏ 
3- 75 = 
S: 72‏ ۱ 
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مثال: 


جد الحد العام لكل من امتتالیات الحسابية التالية : 


125.5 3:65:95 
.......,10,8,6,4 
З 5‏ 
Ss‏ وف L‏ 
2 2 
الحل : 
نجد Š‏ البداية الحد الأول والأأساسي للمتتالية ثم نعوض في قانون الحد العام. 
4-3 , 3 = ره 


`` a =al+(n-1)d 
a, = 3 + (n - 1) (3) 


=a =3 +3n-3 


=3n 


= 10 - 20 + 2 


— а, = 12 - م2‎ 


73 


مثال: 


ادخل ثلائة blugi‏ حسابية بين العددین 3ء 19 


الحل: 


تکون الاوساط الحسابية مع العددین متتالية حسابية على الصورة ap a> as ap a,‏ 


а, =a, + )4 4 


19-3 16 
19-3444-54--------4 
4 4 


а, =а+1=3+4=7 
a < а, + 4-7 + 4 < 11 


15 = 4 + 11 < 4 + به < ره 
3 وحدها العاشر < 25 جد حدها العام. 


a, = a, + (n-1)d 


ASA ااا‎ нәнн (1) 


(13 - 3d) + 9d = 25 
64-25-13-12 


4-2 
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a, as a, وتکون الاوساط هي‎ 


a= 3, a, = 19 حيث‎ 


مثال: 


الحل: 


بالتعویض في املعادلة )2( 


6-7 - 13 = (302 - 13 = ہو 


`a =a +(n-1)d 


= 7 + (n-1) (2) 
بت‎ a,=2n+5 
: حد من الحدود للمتتالية الحسابية‎ n مجموع آول‎ 
: آول ن من الحدود هو‎ 
а,,а,,....а, 
ومجموعها هو:‎ 
S.= يه + ره‎ + ay + .... +a, 
=> S, = a, + (a, +d) + (a, +2d) +... + a, + (n-1)d 
5, = na, + d + 2d + 30 + .... + (n-1) d 
= na, +d (1 +2 + 3 + .... + (n-1) ) 
n(n –1) 
= na, + 
n 
= S, = — (2a, + (n-1) d) 
2 
n 
— S, = 2 (a, + (a, + (1-1)4) ) 
n 
= S, = > (a, +a.) 
مثال:‎ 


متتالية حسابية حدها الأول = 3- , واساسها(4) جد مجموع Jof‏ )20( حد منها. 
الحل : 


a =-3,d=4 


S 3 (2 (n-1) d) 
= — (2а, + (n- 
2 
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20 
) )4( )19( + )3-( )2( ( =8 
)76 + 6-( 10 = 
700 = )70( )10( = 
مثال: 


да‏ .4 حسابية sas‏ حدودها )16( حدها الأول )3( وحدها الأخير )39( احسب مجموعها. 


الحل: 
6 2 , 39 = ره , 3 < a‏ 
) ( = 5 
(a +a‏ — = 
n 2 1 n‏ 
S 8 )3 + 39(‏ 
нэт +‏ 
2 16 
)42( )8( = 
г. Sie = 6‏ 
مثال: جد ابلجموع التالي: 
12 
6n-1)‏ > 
n=1‏ 
الحل: 


هذا ا مجموع هثل مجموع 4Д да‏ حسابية эле‏ حدودها )12( حدها الأول )4( واساسها )5( 
12 
))0(2(4)411(5---,55 
2 
8 = ,5 


مثال: 


متتالية حسابية حدها الأول (6) وحدها الأخير (66) ومجموع حدودها (252) جد عدد حدودها. 
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نطبق القانون 


n 
k S 


n 

2 (72) = 252 
п(36) = 252 

П = 7 


التتالية الهندسية : 


امتتالية الهندسية التتالية التي تکون فیها النسبة بین أي حدین متتاليين ثابتة تسمی اساس التتالية ویرمز 
لها بالرمز ۲ . 
أي: اذا كانت (ад = apa, ..., a,‏ 


а, 
а,-аД-» d= — 
a, 
а; 
а,-а-» d= — 
а, 
а, 
a,=a,d س دل ج‎ 
a, 
a 
a =a d d= n 
a, 
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مثال: 


اي من ا متتالیات АЈЫ‏ هندسية واذا كانت ما هو آساسها. 


as‏ اط 
Gg‏ 
......,1- ,1 ,4-,1 ,1-,1 
الحل: 
4 
4= بے 
1 
9 
5 = — 
4 
4 
2= — 
2 
8 
2-- 
4 
16 
2--- 
8 
۰ متتالية هندسية اساسها )2( 
4 
9 
2 
6 
1.5 = — 
4 
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wle‏ ہر 


با 


N 
N 


LJe =|; 
= = 


=| 
вэ 


۱ 
= 


II 


' 
م 


- 


.2 هندسية اساسها 8 


.2 هندسية آساسها )1-( 


الحد العام للمتتالية الهندسية : 


{а,} =аа,,....,а,.... اذا کانت‎ 


n 


متتالية هندسية حدها الأول (а,)‏ واساسها r‏ فان 


الحد العام ) تتالیة 
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а,-1,г-2 
а, =ar” 
= رم‎ 2)" 
a = 2" 
1- 4, 16, 64, 256 ..... 
۱ 1 1 1 1 
2481 
3 1,1,-1,1, -1 
1 a = 4,г= 4 
10-1 
a, =ar 
= (4) (4)"" 
a, = 4" 
1 
2- a=l,r=— 
2 
n-1 
a, =ar 
n-1 
(1) l 
2 
1 
. a= 20-1 


مثال: 


متتالية هندسية حدها الأول (1) واساسها (2) جد حدها العام. 
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الحل: 


مثال: 


جد الحد العام لكل من اممتتاليات الهندسية التالية: 


= (-1)(-1)" 


`. a, = (-1)" 


مثال: 


z 1‏ 
متتالية هندسية حدها الرابع )5( »> وحدها السابع )5( جد حدها الأول والاساس 


51 
a,=ar = — 
25 
a° 5ے‎ 
ar 5 
: 1 
> در‎ 
125 5° 
Ві 
= г =| – 
5 
1 
.ہ9‎ 
5 
аг =5 
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الحل: 
الحد العام للمتتالية الهندسية هو : 


بالقسمة = 


a, لایجاد‎ а, معادلة‎ Š نعوض‎ 


625 = ہو >= 
مثال : 


ادخل ثلاثة آوساط هندسية بين العددین ۰2 1250 


الحل: 
0 ےو 2۱22 
والطلوب ایجاد 24 , 23 , 22 
а, = аг‏ 
r°‏ )2( = 1250 
٠ 1250 сайр‏ 
г-53‏ = 
г <5‏ 
0 = )5( )2( و = ره .` 
a, = ar = (10) (5) = 0‏ 
а, = ar = (50) (5) = 250‏ 
مثال: متتالية هندسية حدها الأول )2( وحدها الأخير )486( واساسها )3( جد эле‏ حدودها. 
الحل : 
a =a г"!‏ 
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مجموع آول (n)‏ حد من حدود امتتالية الهندسية : 
مجموع آول n‏ حد من التتالية الهندسية التي حدها الأول ره واساسها r‏ هو : 


Sq, =a, + وه + يه‎ + .... +a 


n 


= S. = a, +аг+ a ° +... + a r"! 9-01 (1) 
تصبح‎ r Š بالضرب‎ 
rS. = برد‎ + a ° + аг 9ک و‎ (2) 
: بالطرح )1( من )2( تصبح‎ 
r S,- Sq = (аг + ar + аг + .... + a r") 
- (a, + ar + аш? т аг") 


نختصر الحدود ابلتشابهة تصبح 


п 
r S-S = аг -a 


= $, (r-1) = a, (r" -1) 


. مجموع آول n‏ حد هو 


a (r" —1) 


s ےکر‎ 


S 


مثال: 


متتالية هندسية حدها الأول )8( واساسها )2( احسب مجموع آول خمسة حدود منها. 


الحل: 
а,-8 , г=2‏ 
S, = a(r =)‏ 
1- ۲ 
5 
-D = 8 )32-1( = 8‏ 8(2( = 
2-1 
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مثال: 


جد الجموع التالي: 
اد 
п=1 4‏ 
الحل: 
المتتالية متتالية هندسية حدها الأول )1( واساسها 6 والطلوب ایجاد مجموع آول سبعة حدود 
А а r" 21‏ 
г-1‏ ` 
7 
(G) =)‏ 
4 
S,‏ 
F‏ 
4 


i a | a 


_ 16383 4 

3- 16384 
لا 
46 


مثال: 
متتالية هندسية حدها الأول )8( ومجموع آول آربعة حدود منها يساوي )320( جد اساسها. 
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хааш 
۲-1 
4 
аш وی‎ 
Т- 
4 2 
a 1 دوه‎ £ I(r +1()0۲ +1) ЕТ 
۲-1 ۲-1 


>r +r +r-39=0 = ریس‎ (г + 4r + 13) = 0 


— r=3 


تطبیقات المتتاليات Š‏ حساب الفائدة البسيطة والفائدة المركبة : 
یکون جملة المبلغ على حساب الفائدة البسيطة في نهاية المدة على شکل متتالية حسابية وتحسب بالقانون 

a, = a, + (n-1) d 
a, = المبلغ في بداية المدة‎ 
n = 1 + عدد السنوات‎ 
d = الفائدة السنوية على المبلغ‎ 
d= به‎ x نسبة الفائدة‎ 
مثال:‎ 
نهاية المدة.‎ Š أودع شخص مبلغ )10000( دينار ممدة )8( سنوات بفائدة بسيطة %7.5 سنوياً احسب جملة المبلغ‎ 
الحل:‎ 

a, = 10000 


n=8+1=9 
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d = — x 10000 = 750 


البلغ في نهاية السنة الثانية = يه 
a, = 10000 + (9-1) (750)‏ 
6000 + 10000 = 
J.D‏ 16000 = 


آما الفاتدة المركبة فتحسب على آساس التتالية الهندسية حيث تحسب بالقانون 


ا مبلغ في بداية المدة = a,‏ 
نسبة الفائدة + 1 r=‏ 
مثال: 
ادخر شخص مبلغ )8000( Хээ‏ بفائدة مركبة %9 لمدة خمس سنوات. فما هي جملة المبلغ في نهاية 
ЭШ‏ 
الحل: 
a, = 0‏ 
r= 1 + 0.09 = 1.09‏ 
n=5‏ 
a, = 8000 (1.09)?‏ 


= 12308.99 J.D 
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تمارين 


- في المتتاليات )4-1( حدد أيها حسابية وايها هندسية واذا كانت ما هو اساسها 


LZ 12.49525 پر‎ 


39 2781 ` 


4- Lnx, Lnx”, Ілх*, Lnx, НУС 


- جد الحد العام للمتتالیات الحسابية والهندسية في الاستلة )9-5( 


.... ,35 و27 ,19 ,11 ,5-3 


ус” 
2 2 2 


7-х-1,х,х+1,..... 
8-1,хХ х Ху. 
9- 7, 49, 343, 2401, ... 
متتالية حسابية حدها الأول (10-) واساسها )3( جد حدها العام ومجموع آول )20( حد منها.‎ -10 
متتالية هندسية حدها الأول )4( واساسها )2.5( جد حدها العام ومجموع أول ستة حدود منها.‎ -11 
(32). (8) ادخل خمسة آوساط حسابية بين العددین‎ -12 
. 1024 ۰1 آدخل آربعة آوساط هندسية بین العددین‎ -13 
. متتالية حسابية الحد الخامس فیها 9 والحد العاشر 19 . جد مجموع آول خمسين حد منها‎ -14 


15- جد مجموع الاعداد الزوجية الطبيعية والتي اقل من (100). 
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16- متتالية حسابية مجموع الحدود الستة الأولى منها (42-) ومجموع الحدود الستة الأخير منها )30( 
جد حدها العاشر اذا کان عدد حدودها )12( . 


17- طفل يدخر کل یوم )15( قرشاً . فإذا فتح حصالته بعد تسعة أيام ووجد فیها دیناران ونصف فکم 
كان في аша»‏ قبل أن يبدأ الادخار. 


18- جد مجموع أول نمانیة حدود من التتالية الحسابية. 
Ln(x) 0 Ln(xy) 0 Ln(xy) > Ln(xy) y eiw‏ 


اذا كانت — х=е,у=‏ 


е 

19- متتالية هندسية الحد الثالث فیها )48( والحد الخامس )768( جد مجموع آول عشرة حدود منها. 
0- في 4,121 الهندسية .... ,1 ,1- ,1 ,1- L,‏ 
جد مجموع حدودها اذا كان 

1- عدد حدودها زوجي. 

2- عدد حدودها فردي. 
21- جد قيمة х‏ في اطتتالية الهندسية 

4X , 8X 16 و‎ 


اذا كان الحد السادس فيها يساوي (8192) 


- جد الجامیع في الاسئلة )25-22( 
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26- جد الحد الاول للمتتالية الهندسية التي اساسها (7) ومجموع ТАЈ‏ خمسة حدود منها = 8403. 

7- استثمر شخص مبلغ )3000( Хээ‏ طدة )15( diw‏ بفائدة بسیطة مقدار )%12( احسب جملة البلغ 
Š‏ نهاية اطدة. 

28- استثمر شخص مبلغ )25000( Хээ‏ بفائدة مرکبة مقدارها )068( احسب جملة البلغ بعد عشر- 
سنوات. 


9- استثمر شخص Š M, Хээ (8000) ёл‏ خمس سنوات بفائدة بسبطة واصبح البلغ Š‏ 43 اطدة 
Хээ (11600)‏ فما هو سعر الفائدة. 


30- استئمر شخص la‏ )6500( بفائدة مرکبة )967( احسب бэл‏ استنمار البلخ اذا حصل Š‏ 4543 53:41 
على مبلغ )9750( دینار. 
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الوحدة الرابعة 
الصفوفات والحددات 


Matrices and Determinants 
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الوحدة الرابعة 
الصفوفات والحددات 


Matrices and Determinant's 


یحتل موضوع الصفوفات مکانة مهمة Š‏ الریاضیات والعلوم التطبيقية الاخری ومن ضمنها 
العلوم الادارية وا مالیة. وتفید المصفوفات Š‏ أمور 8525 منها الترتیب وحل آنظمة امعادلات. 


الصفوفة: 
هي عدد من العناصر موضوعة على شکل صفوف واعمدة وتسمی хо‏ الحروف الهجائية الكبيرة А, В,‏ 
, ,© ومن الأمثلة على الصفوفات 


8 6 4 3 
А-17 0 -1 1‏ 
4 :21 | 
3 5 
1 2 
ات 
4 3[ 
رتبة امصفوفة : 
)45 الصفوفة تساوي عدد الصفوف х‏ عدد الاعمدة . 
مثال: 


)42 المصفوفة A‏ هي 4 х‏ 3 وتکتب على الصورة Aa‏ 
رتبة الصفوفة B‏ هي 2 х‏ 4 وتکتب على الصورة Bo‏ 
)42 العنصر: 

رتبة العنصر a‏ هي موقعه في الصف والعمود 

أي العنصر Š‏ الصف 1 والعمود j‏ = ره 
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مثال: 

ааа, السابقة آوجد العناصر‎ A املصفوفة‎ Š 

الحل: 

العنصر ,ره : العنصر Š‏ الصف الثاني العمود الأول =< ад:7‏ 
العنصر ريه : العنصر Š‏ الصف الثالث العمود الثاني < 2 : رة 
العنصر ریہ : العنصر Š‏ الصف الثاني العمود الرابع < 1 : ,رة 


آنواع الصفوفات: 

1- المصفوفة الصفرية : Zero Matrix‏ 
ا مصفوفة التي یکون جمیع عناصرها أصفار 
مثال: 


مصفوفة صفرية رتبتها 3 ×2 

Squair matrix : 455, ا مصفوفة‎ -2 

المصفوفة التي یکون فیها عدد الصفوف = әле‏ الاعمدة . 
مثال: 


ا مصفوفة А‏ مصفوفة مربعة من الرتبة 2 x‏ 2 (آي من الرتبة 451( 


الصفوفة B‏ مصفوفة مربعة من الرتبة 3 х‏ 3 (أي من الرتبة الثالثة) 
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3- المصفوفة القطرية Diagonal тайх:‏ 
المصفوفة اطربعة التي یکون فیها جمیع العناصر غير القطر الرئيسي أصفار 
أي: A‏ مصفوفة قطرية. اذا كانت 


а; =0 15) 
A = 
5 а; 0 1-1 
مثال:‎ 
1 0 O 
А-10 2 0 
0 0 و لت‎ 


مصفوفة قطرية من الرتبة الثالثة 


مصفوفة قطرية من الرتبة الثانية 
4- المصفوفة المحايدة: Identity matrix‏ 


المصفوفة القطرية التي يكون عناصر القطر الرئيسي فیها )1( ویرمز لها بالرمز ,1 حيث n‏ تمثل эде‏ صفوف المصفوفة 


(رتبتھا) 
а,-0 15)‏ 
- 1 
а, 1 1-1‏ 
مثال : 
0 1 
L =‏ 
1 0 
1000 
0 0 1 0 
- 1 
0 1 0 0 5 
1 0 0 0 
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5- الصفوفة ال مثلثية: Triangular matrix‏ 

وتقسم إلى قسمين: 

أ- المصفوفة المثلثية العليا: 

المصفوفة التي يكون فيها جميع العناصر تحت القطر الرئيسي أصفار . أي 
а; +0 15)‏ 
А, = . ۰‏ 
[<1 80-0 


مثال : 


+ Ф مه‎ N 


4x4 
مصفوفة مثلثية عليا من الرتبة الرابعة‎ 
: ب- امصفوفة اطثلثية السفلي‎ 
الصفوفة التي یکون فیها جمیع العناصر فوق القطر الرئيسي اصفار. أي‎ 


а; 0 12) 
А, = . . 
а, = 0 i<j 


مثال: 


مصفوفة مثلثية من الرتبة 3181 
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Transpose of matrix منقول المصفوفة:‎ 


وهي تبدیل الصفوف بالاعمدة والاعمدة بالصفوف ویرمز لها بالرمز А?‏ 


مثال: جد منقول كل من ابلصفوفات التالية: 


ال مصفوفة اطتمائلة : Symatric matrix‏ 


تكون المصفوفة متماثلة اذا كانت 


مثال: 


اي من المصفوفات التالية متماثلة : 
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1 3 .2 
2B=|3 4 6‏ 
8 6 1 
НӨЄ‏ 
5 2[ 
A" = + А‏ )1 
۰ ليست متمائلة . 
1 3 2[ 
2B=|3 4 6۱-8‏ 
8 6 1 
B 2.‏ متماثلة . 
العمليات على المصفوفات : Operation on matrices‏ 
1- الجمع والطرح: 
عند جمع أو طرح مصفوفتين يجب أن تكونا من نفس الرتبة ونجمع أو نطرح العناصر المتناظرة. 
مثال: 
جد ناتج ما يلي: 
4 2 1- |7 9 دا 
А- -8-‏ )1 
2х3‏ 1 3 13 3 1 2 5 
2- 5 1[ 3 4 5] 
A= 6 -В-1-1 0 6‏ )2 
3х3‏ 2 2| 955 3 2 
НӨЄ‏ 
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N نے‎ | 
ры 
S م كت‎ 


3х3 


2- الضرب بعدد ثابت: 


عند ضرب مصفوفة بعدد Соб‏ فاننا نضرب کل عنصر من pols‏ ال مصفوفة بالعدد 


چا 
N‏ 
w‏ 
1 
РЕ‏ 
لم + 
№ = 
| ع 


دن 
> 
N‏ 
90 
lI‏ 
اه E‏ 
— = 
2 + 
N‏ | 
ما = 
الا 
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مثال: 


اذا كانت 


فجد ما يلي: 


3- ضرب املصفوفات: 
عند ضرب مصفوفتین يجب أن تکون عدد أعمدة الاولى يساوي عدد صفوف الثانية وعند الضرب نضرب 
الصف i‏ في ال مصفوفة الاولى بالعمود زفي المصفوفة الثانية لينتج العنصر ай‏ في مصفوفة الناتجة. 


مثال: 
اذا كانت 
1- 4 1 
0 2 
| | 2 6 5 
А- 8-3 1‏ 
7 21 
4 1- 
ын‏ ,|4 0 3 
احسب 
АВ‏ )1 
ВА‏ )2 
НӨЄ‏ 
)1)(4—( + )4)(1( + )1)00( )1)(—1—( + )4)(3( + )1)(02( 
о (5)(2) + (6)(3) + (2)(—1) (5)(0) + (6)(1) + (2)(4)‏ 
)7)(4( + )1)(1( + )2)00( )1 )7( + )1)(3( + )2)(2( 
)4)(4( + )0)(1( + )3)00( )1-()4( + )0)(3( + )3)(2( 
0+4-4 2+12+1 
0+6+8 110418-2- 
0+1+8 4+3-7 | 
0+0+6 6+0-4 
0 15 
14 26 
AB =‏ 
29 0 
16 2 


4x2 


لا تجوز عملية الضرب BA‏ )4 
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ملاحظة : 

1- اذا كانت ۸ وکانت Bu‏ فان (АВ),‏ 
مثال: 

اذا كانت A... Bpo‏ فجد )45 AB‏ . 
الحل: 

(AB), 45) 


2- نستنتج من ا مثال السابق أن 


AB ۸‏ 
مثال: 
2 
اذا كانت A=‏ فحد А?‏ 
الحل : 
4 412 2 ۱ 
A = ۸ ۰.۸ =‏ 
5 516 6 
28 28[ [ 8+20 4+24 
49 42| |24+25 30ب م1 
مثال: 
اذا كانت 
1- 1 1 5 4 
A= -1 0 8-14 2 6‏ 
0 5 3 7 4 6 
وکانت 
C= АВ, р = ВА‏ 
فجد ما يلي 


Ci С, Ў р, $ р, 
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الحل: 
dol (1‏ ضرب الصف الأول من المصفوفة A‏ بالعمود الثاني من الصفوفة С,=В‏ 
Л.С, -3х144х2-5х5‏ 
6 = 25 +8 +3 = 
C, 2 6-1 + 46 + 0‏ )2 
18 = 0 + 24 + 6- = 
D, < 4:23 + 222 +6 6‏ )3 
2 = 36 + 4 + 12 = 
D, 215 +120 + 7‏ )4 
2--540-7- 
عملیات الصف البسیط : Row operation‏ 
هي مجموعة من العملیات تقام على صفوف المصفوفة oisg‏ العملیات تتکون من 433 
عملیات فقط هي: 
1- ضرب صف بعدد ثابت. 
2 ضرب صف بعدد Col‏ وجمعه الى صف آخر. 
3- تبدیل صف مکان صف. 
مثال: 


في المصفوفة التالية: 


نفذ العمليات التالية على المصفوفة على الترتیب. 

1- أضرب الصف الثاني بالعدد 2 

2- اضرب الصف الاول بالعدد (1-) واجمعه الى الصف الثالث 
3- بدل الصف الثاني مع الصف الثالث. 
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4 1 5 
,— [05 6 4 
7 —1 0 
4 1 5 
2)-453412 6 4 
3 -2 -5 
4 1 5 
رو‎ —* y 3 -2 -5 
12 6 4 


ایجاد معکوس المصفوفة باستخدام عملیات الصف البسیط: 
зар‏ الى معکوس المصفوفة بالرمز А"‏ 
ونجد معکوس المصفوفة عن طریق عملیات الصف البسیط كالاتي 


ГА| І, 1 row operation i L | АТ ] 


مثال: 
جد معکوس .4852 )4.15 باستخدام عملیات الصف البسیط 


الحل: 


لایجاد معکوس املصفوفة نستخدم العلاقة السابقة بحيث نضع الصفوفة ومعها المصفوفة المحايدة L,‏ 
وباستخدام عملیات الصف البسیط تتحول А‏ إلى ,1 وتتحول I,‏ إلى "۸ . 


1053 


0 !41 1 411 
-6r +I 1--1- EE T. === 3‏ 
уя 3121‏ = == 
گت کا 0 2۔اوہ 0 
4023 
4 5 
بی WORE‏ دوك 
و 9 سے کل 
1- 12 0 
3 3 
4 5- 
a l9 9‏ 
N‏ 
3 3 
للتحقق من idal‏ 1= "۸۸ 
4 43 3 
9 9 
تر ا 
33 
A 2 39‏ 15 4 تو ا کت 
9 9 9 9 3 9 3 9 
15 24 30 30-| |5- 24 10 30- 
9 9 9 9 3 9 3 9 
0 1 
1 0 
مثال: 
جد معکوس ابلصفوفة 
5 3 1 
А-|2 4 6‏ 
7 3 2- 
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باستخدام عملیات الصف البسیط 


الحل: 
0 0 5|1 3 0 0 51 3 1 
0 1 4-2- 2- 0 60 4 2 
1 0 172 9 0 70 3 2— 
0 
E‏ 3 
EEE 0‏ 
j‏ 0 172 9 0 
22 
اد اه 1- 0 
17 17- 
F 2‏ 717 5 :"لوجتت 
E‏ 0 
шор‏ 7 
2 | 
یکر وہ 
АТ--1-13 ВІ 2‏ 
2 
نے 7 
L 2‏ 
تأكد من الحل $ 


ملاحظة: كما رآینا في JEL‏ السابق فإننا هكن أن نقوم 150 من عملية صف بسيط Š‏ نفس الوقت . 
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حل أنظمة ا معادلات الخطية باستخدام عملیات الصف البسیط: 
اذا كان لدینا النظام التالي من المعادلات الخطية 


aX, +а,х, + ..... + رکه‎ = b, 
a, x, + aX, + ..... + وکر‎ = b, 
a X, Бах, + ..... +a x, = Б, 
نعرف المصفوفة التالية:‎ 
а ap ar, х, b, 
a a a x b 
21 22 210 2 2 
A= ‚Ҳ = ‚В= |. 
au а. а Х b, 


حيث تسمى А‏ مصفوفة ال معاملات X‏ مصفوفة التغبرات» В‏ مصفوفة الثوابت وبالتالي يمكن التعبیر عن 
نظام امعادلات باستخدام المصفوفات 195( 


АХ-В 
ولحل هذا النظام باستخدام عملیات الصف البسیط نستخدم الخطوات التالية:‎ 
[A | B] 485421 نضع‎ -1 
نطبق علیها عملیات الصف البسیط.‎ 2 
. X = C حيث © تمثل مصفوفة الحل وتکون‎ [|С] ينتج‎ -3 
: أي‎ 
ГАВ = [IIC] 
: مثال‎ 
حل النظام التالي من العادلات باستخدام عملیات الصف البسیط‎ 
3x + 2y =7 
4x - ۷ =2 
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مصفوفة المعاملات 
2 3 
A=‏ 
1- 4 
مصفوفة المتغيرات 
Х-‏ 
y‏ 
مصفوفة الثوابت 
В-‏ 
2 
217 1 
3-2Ї7| м 33‏ 
ГА|В) —‏ 
2- 4 
12- 4 
2|71 | 
р‏ ا 3 3 | 3 
+r п?‏ 4- 
12 0 44 عو 
| 3 اد3 L‏ 
x] 1‏ 01 1[ .2 
کر г»‏ بت 
у! 12‏ 12 10 
.~ یکون الحل هو 
2= ۲ ,21 ۶ 
مثال: 


جد حل النظام التالي من العادلات 
X +X, + 2x, - X, = 5‏ 


X, +6x, +X, = 7 
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1 
ص 
3 | ۱۱ 77ے 


6 


° 


° 


Эрээн 


° 


سے 


° 


= 
Е همم | 7 ه|‎ |o 


° 


° 


° 


N 
S eri ۱ 


+X, - 2x, = 3 


X, + 2x, + x, 


2x, + 


ہے 


н 


| 
T 
£= 
+ 
| 


Tr, +T, 


о — 
T S | | سد | مج‎ 


° 
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10 5 5 
— r, +T. T 7 
و04 0 0 1 ' و‎ xı |149 
0 1 0 0 مر‎ A 
اط‎ 42 | 1721-| 2 
3 0 0 1 0 6 X, 6 
22 7 F 
— بو‎ +r, 0 0 O 125 X, 2. 
L 14 | L 14 | 
ویکون الحل النهائي هو:‎ 
E x9 216 مکی‎ 
دج‎ AD > ٣۰١ 
مثال:‎ 
جد حل النظام التالي من العادلات‎ 
25, +X) - x, = 4 
Xx, + 3x, = 5 
4х, + 2x, _ 2x, = 0 
الحل:‎ 
21-14 1 3 015 
1 3 0(51-4225-32 1-14 
4 2 -210 4 2 0 
1 3 0| 5 ! 1 3 0| 5 
-2r +r, Fo 11 6 
«۱0 -5 -l -6 |540 1 хярс 
- 4۲ +r, هی اند‎ 
0 -10 -2-0 0 -10 -2-10 
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Det A, ЛА, JAI 


ЛА = ad - bc 
1 A= 
2: A= 
3 A= 


= 0 
5( 5 
ہا 
5( 5 
012 
نلاحظ هنا أنه У‏ هكن الحصول على املصفوفة املحايدة من الصفوفة А‏ 
.. لا یوجد حل لهذا النظام š‏ 
المحددات : Determinants‏ 
محددة المصفوفة هي القيمة الرقمية للمصفوفة ویرمز لها باحد الرموز التالیة: 
1-محددة الصفوفة من الرتبة الثانية 2 x‏ 2 : 
المصفوفة من الرتبة 2×2 تكون على الصورة 
وتكون محددتها هي: 
مثال: 
جد محددة المصفوفات التالية 
л‏ 
А |‏ 
6 
9 
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1- AA = (5)(4) - (2)G3) 
-20-6 
= 14 
2- det A = (1)(2) - (3)(5) 
=2-15 
=-13 
3- det A = (2)(9) - (6)(3) 
= 18 - 18 
= 0 


ملاحظة : اذا كانت 0 = ۸۸ 


فان А‏ تسمی مصفوفة منفردة Singular matrix‏ 


2- محددة المصفوفة من الرتبة الثالثة 


المصفوفة من الرتبة الثالثة تکون على الصورة 


ولایجاد محددة 4594 А‏ نستخدم واحدة من الطریقتین: 

أ- طريقة الاسهم (سایروس) 

في هذه الطريقة نکرر العمود الاول والثاني» ثم نجد حاصل ضرب الاقطار الرئيسية ونطرح منها حاصل 
хэлд‏ الاقطار المرافق كالاق: 


а 
A= а, а, а, а, 3, 
ау а аз |а; а, 


det A= (a, а,, a, +a, a, a, +a, az а,)-(а,, а аз+аџ a, وو‎ 2 ЫН a, ау) 
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مثال: جد محددة ال مصفوفة 


1 2 3 
А-|5 4 6 
-1 7 3 
: الحل‎ 
1 2 3۱1 2 
А-|5 4 6۱5 4 
-1 7 31-1 7 


detA = ((1)(4)(3) + (2)(6)(-1) + (3)(5)(7) ) - 
(036553) + (1)(6)(7) + (3)(4)(-1) ) 
= (12 - 12 + 105) - (30 + 42 - 12) 
= 105 - 60 
= 45 


مثال: احسب محددة اطصفوفة 


> 

1 
ON N درا‎ 
N نے ہو‎ 
+ ها‎ N 


3 1 213 1 

А-17 8 917 8 
6 2 46 2 

detA = (96 + 54 + 28) - (28 + 54 + 96) 
= 178 - 178 


=0 


A ..‏ مصفوفة منفردة 
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2- طريقة الحددات الصغری 
نجد المحددة بالنسبة 69( صف أو عمود 138 كانت 


فان محددة А‏ بالنسبة للصف الأول هی : 


a> а»; а 982 


ЛА =a; 


эз 8, رو‎ аз 
АЗЫ ثم نجد محددات الصفوفات‎ 


ونستطيع ايجاد المحددة بالنسبة لأي صف أو أي عمود وتكون اشارات المصفوفة كالأتي: 


A=|— + =‏ 
مثال : 
جد محددة المصفوفة АЈЫ‏ بالنسبة للصف الأول 
1 1- 3 
3 2 ۸-۱0 
5 7 4 
الحل : 
2 0 3 0 2.3 
AA =3 -(-1) +1‏ 
7 4 5 4 5 7 


= 3)10 - 21) + 1)0 - 12) + 1 (0 - 12) 


= -33 - 12 - 12 = -57 
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مثال : 


جد محددة المصفوفة التالية بالنسبة للعمود الثانی: 


5 3 


ЛА = 6 
0 


4 8 4 8 
+1 -0 

-2 7 5 3 
= -6 (35 + 6) + 1 (28 + 16) - 0 


= -246 + 44 = -202 


خواص الحددات : 
1- اذا كانت pols‏ أحد الصفوف أو الاعمدة أصفار فان محددة المصفوفة تساوي صفر. 


مثال : 


احسب محددة ال مصفوفة 


7 8 9 
А-|0 0 0 
12 15 4 


الحل: 
لان الصف الثاني آصفار فان ۸۸-0 
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2- اذا تساوت pols‏ صفين أو عمودین Š‏ الصفوفة فان محددتها تساوى صفر. 
مثال: 


احسب محددة المصفوفة 


7 2 5 2 
3 4 6 4 
A=‏ 
5 1- 2 1- 
8 9 1 9 
الحل: 
لان عناصر العمود الأول والثالث متساوية فان 0 = ДА‏ 
3- اذا ضرب آحد الصفوف أو أحد الاعمدة بعدد ثابت فان محددة ابلصفوفة تضرب بنفس العدد . 
مثال: 
اذا كانت محددة الصفوفة 
2 3 
А-1-1 2‏ 
1 3 
ДА-5‏ 
فجد محددة 48521 
2 3 
В-1-1 2‏ 
3 9 


الحل: 
نلاحظ أن الصفوفة B‏ هي المصفوفة A‏ مضروب الصف الثالث فیها بالعدد )3( 


۰۸ 5-3 ۸۸ ۸ = (3) (5) = 15 
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151-4 كانت Anxn‏ مصفوفة مربعة وکان K‏ اي عدد حقيقي فان 
4ецКА) = К" det(A)‏ 
مثال: 
اذا كانت 5 = A(A,.)‏ فجد محددة (ЗА)‏ 
الحل: 


AGA) = 3 (ЛА) = (9)(5) = 45 


5-اذا بدلنا صف مکان صف أو عمود مکان عمود Š‏ الصفوفة فاٍن محددة ابلصفوفة تنعکس اشارتها. 


مثال: 
اذا كانت 
A= > AA=-2‏ 
فجد محددة 
B=‏ 
الحل : 
المصفوفة B‏ هي ناتج تبدیل الصف الأول بالصف الثاني في المصفوفة А‏ 
ЛАВ =-(-2) =2‏ 


6-اذا كان أحد الصفوف مضاعف لصف آخر أو آحد الاعمدة مضاعف للاخر فإن محددة المصفوفة = 
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» 

I 
© N دن‎ 
w خم‎ A 
O w N 


A(AB) = (AA) (АВ) 


= (2) (5)=10 


NEE 
A= 
2::2 


4= 6 - 10 = ۸۸۲ دج 


مثال: 


جد محددة 485221 


الحل: 


لأن الصف الثالث من مضاعفات الصف الثاني فان 0 - ۸۸ 


117 


ААВ) = (ЛА) (AB) -7 


مثال: 


اذا كانت А, B‏ مصفوفتان من الرتبة 3 х‏ 3 وکانت 


A(AB) فجد‎ . (AB) =5 «< (AA)=2 


الحل: 


ЛА = ЛА" -8‏ 
مثال: اذا كانت 


ЛА, ЛА" فجد‎ 


9- محددة الصفوفة القطرية = حاصل ضرب القطر 


مثال: 
جد محددة الصفوفة 
0 0 0 2 
0 0 1 0 
A=‏ 
0 3- 0 0 
4- 0 0 0 
الحل: 


ДА = (2)(1)(-3)(-4) = 24 


الحل: 
۸1-1 
1- محددة المصفوفة المثلثية = حاصل ضرب القطر 
مثال: 
جد محددة 33,261 
0 0 2 
A=|5 3 0‏ 
4 7 9 
الحل: 


ЛА = (2)(3)(4) = 4 
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جد محددة الصفوفة 


م مام بت 
ما Q N‏ 


1 
А-10 
0 


ДА = (1)(1)(3) 


-3 


معکوس المصفوفة : Inverse of matrix‏ 
اذا كانت A‏ مصفوفة من الرتبة 2х2‏ اي 


فنجد معکوس المصفوفة بالخطوات التالية : 
1- نجد محددة الصفوفة (det A)‏ 


2- يكون معكوس المصفوفة АТ‏ هو : 


det(A) = 8-3 = 5 
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ЛА-12-12-0 


an а}; 
A= |а 92 


ау а} 


.. لا يوجد معکوس للمصفوفة 

ملاحظة 1 : 

اذا كانت فحددة المضفوقة - ضفر فان امضفوفة لا يوجد لها معكومن .. 
ملاحظة 2 : 

معكوس المصفوفة المحايدة هو نفس الصفوفة 


أى اذا کا 00 فا اب 
نت = A = і А‏ 
m Das‏ 0 


1۔اذا كانت A‏ مصفوفة من الرتبة 3x3‏ بحیث (detA#0)‏ 


اي 


فنجد معکوس المصفوفة A‏ باستخدام الحددات GYE‏ 


1- نجد محددة المصفوفة (detA)‏ 


2- نجد المحددة الرافقة لکل pais‏ من polis‏ املصفوفة ونضعها في مصفوفة ونرمز لها بالرمز ۸ 


120 


حيث ,رك هی ال محددة اطرافقة للعنصر ,ره وتکون 


adjA= (А)' 3-نجد‎ 


4-یکون معکوس الصفوفة هو : 


Tz ! adj A 
detA 
مثال:‎ 
جد معکوس المصفوفة‎ 
5 4 1 
4-2 3 -2 
6 0 3 
الحل:‎ 
A البداية محددة‎ Š نجد‎ 
-2 2 -2| 12 3 
detA - 5 -4 +1 
3 6 3و‎ 6 0 


= 5(9-0) - 4(6+12) + 1)0-18( 
= 45 - 72 – 18 = -45 


ثم نجد الحددات المرافقة للعناصر: 
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© о 
بم‎ 

оо 

1 سم‎ N 

سم 

"I 


N N "I 
| | م‎ O بے‎ 6 


чо‏ ذا соо A‏ هم 


4 
An 
A 
A 
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12 9 واا 
45- 
7 4 18- 
]11 4 1-[ |11- 12- 9 | 
45 15 5 45- 45- 45- 
4- 1- :195( کو یں 
15 5 5 45- 45- 45-—| 
7- 8- 2 7 24 18- 
زیو 15 5| |45- 45- 45-| 
مثال: 
جد معکوس ال مصفوفة 
1 1 1 
А-12 1 -1‏ 
0 2 0 
الحل: 
1 2 1- 2 1 1 
detA - 1 -1 +1‏ 
2 0 0 0 0 2 
2-0+4=6= 
А,-2, А,-0, А,-4,А,-2‏ 
1 ويك , 3- = ريط А,-0,А,-2,А,--2‏ 
4 0 2 
A=|—2 0 2‏ 
-l‏ 3 2- 


۱۳۸۵۶ = == === = 


4 -2 -1 
TE S. 
A-0 0 3 
6 
Д ڑے وٹ‎ 
Ë i m 
6 6 6 
о Qp s: 
6 
4 -2 -l 
6 6 6| 
(22421521 
3 3 3 
ооба 
2 
2 =l- 1 
3 3 6 


انظمة ال معادلات الخطية : System of Linear equations‏ 
أ- حل انظمة العادلات الخطية باستخدام معکوس المصوفة: 
عرفنا سابقاآن نظام املعادلات الخطية هکن کتابته بطريقة املصفوفات على الصورة 


حيث : 

مصفوفة العاملات : A‏ 

مصفوفة اطتغیرات: ‏ 

مصفوفة الثوابت : В‏ 

ولحل نظام امعادلات الخطية باستخدام معکوس الصفوفة کالاتی: 
- نجد معکوس المصفوفة А‏ 


- نضرب طرف العلاقة )1( Š‏ ۸ 
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А”АХ-АГВ 
-1,х-АГВ 
= X = А'В 
. ویکون الناتج هو الحل‎ В في املصفوفة‎ А يكون حل النموذج بضرب معکوس املصفوفة‎ ۰ 
مثال:‎ 
حل النظام التالي من املعادلات باستخدام معکوس المصفوفة, ثم تأكد من الحل:‎ 


2x + 37 =1‏ 
3х-у=7‏ 
الحل: 
مصفوفة العاملات 
PE‏ 
A=‏ 
1- 3 
مصفوفة الثوابت 


نجد أولاً معکوس A‏ حيث 


1 3 
11 11 
3 -2 
11 11 
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ویکون حل النموذج هو : 


1 1 22 
— + — x= 
11 11 11 2 


3 14 -11 -1 
11 1 11 
х=2, у= -1 
املعادلات الاولی‎ Š х,у للتأكد نعوض قیم‎ 
2x+3y=1 


1)=4-3=1-(3 + )2(2 >= 
1)=6+1=7-( - )3)2 
مثال : 
حل النظام التالي من ا معادلات باستخدام معکوس الصفوفة 


Зх, +2x,=5 
х,-4х,--3 
: الحل‎ 
1 1 -l 1 
А-|3 2 0 В-15 
1 0 -4 -3 
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det A -1(-8-0)-1(-12-0)-1(0-2) 


6 < 2 + 12 + 8- = 
2 = وبل , 12- = ررك , 8- = A‏ 
1- = ريك , 3- = ريش , 4- = ررم 


1- = ريق , 3 = ریش ,2 = ريف 


-8 12 -2 
A=| 4 -3 1 
2 -3 -1 
-8 4 2 
adja =| 12 -3 -3 
-2 1 1 
-8 4 2 
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معکوس ۸ : 


ےك تا 
3 3 3 
1 
5 لئ 2 X=A".B=|‏ 
2 
3= 
ا 
|6 6 3| 
а 10 -1‏ 
3 3 
و НЬ --Г‏ 
2 
3 5 1- 
з 6 6|‏ 
х, 1‏ 
х= |х, | 21‏ 
х, 1‏ 


ب- حل انظمة امعادلات الخطية باستخدام المحددات (طريقة کرامر (Cramur's rule‏ 
حل نظام معادلتین بمجهولين : 
الصورة العامة لنظام معادلتين بمجهولين هي : 
,= ره + 2 


a, x + any 2 b, 
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خطوات الحل : 
نعرف الصفوفات التالية: 


СУБ 1-مصفوفة‎ 


2-مصفوفة ا متغیرات 
Н‏ 
Х-‏ 
LY‏ 
3-مصفوفة الثوابت 
b,‏ 
B=‏ 
b,‏ 
نعرف اطصفوفتان 
| ۳ 
Ах =‏ 
b, а,‏ 
p F 0‏ 
a, b,‏ 
تکون قيمة اطتغبرات 
Чек( Ах)‏ 1 
det(A)‏ ` 
det(Ay)‏ _ 
Y det(A)‏ 
مثال: 
جد حل النظام التالي من العادلات 
1 < ۷ + > 
2x + 37 = 5‏ 
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А(Ах) -2 3‏ 
АА 1‏ 
А(Ау) 3 3‏ 
ЛА 1‏ 
ملاحظة: 
اذا كانت محددة مصفوفة ا معاملات А‏ تساوي صفراً . 
0 - ۸ ۸ 


فان النظام لا يوجد له حل. 


حل نظام 4333 معادلات بثلاثة مجاهیل: 
الصورة العامة لنظام ثلاثة معادلات بثلاثة مجاهیل: 
بط = az‏ + رہ + a,x‏ 
aX + a,y + a,,z = b,‏ 


a,,X + ay + a,,z = b, 


نعرف املصفوفات التالية كما في نظام معادلتین مجھولین 
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А2 = 


а а}; 
8: а» 
ау а} 
b, 
b, 
b, 
b а, 
b, a> 
|b; a, 
a, b, 
a, b, 
194 b, 
а a 
а, а, 
193: 3 
ЧАекАх) 
det A 


1- مصفوفة العاملات 


2- مصفوفة ا متغیرات 


3- مصفوفة الثوابت 


4- نعرف املصفوفات التالية 


وتکون قیم ا متغیرات هي: 
det(Ay) - det(Az)‏ _ 
det A det A‏ 
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2х+у+32=3 
х +2у +22 = 5 


5х + 3y + 62= 7 


213 
А= |1 2 2| , х= |у 
5 3 6 7 


ЛА = 2(12-6) - 1 (6-10) + 3)3 - 10) 
-1244-21--5 
3 1 3 
Ax=|5 2 2 
7 3 6 


ЛАХ 3012 - 6) - 1 (30 - 14) + 3 (15 - 14) 


=18-16+3=5 
2.3 
Ау = 1. 55: 22 
5 7 6 


AAy = 2(30 - 14) - 3 (6 - 10) + 3(7- 25) 


= 32 + 12 - 54 = -10 


2 3 


1 
Az=|] 2 5 
5-3 7 
AAz = 2014 - 15) - 1 (7 - 25) + 3 (3 – 10) 


--2418-21--5 


3 
, B= ]5 
7 
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مثال: 


جد حل النظام التالي من العادلات 


ОАСАХ) کے‎ 


е بود‎ 
M ہے 20ے‎ 
AA -5 
,_ АСА) _-5_] 
ЛА -5 
مثال:‎ 
: جد حل النظام التالي من العادلات‎ 
x + 2y + 67 = 7 
3 + زر‎ + 38 - 5 
4y + 127 = 0 
الحل:‎ 
1 2 6 x 7 
А-13 1 3 х= |у B=| 5 
0 4 12 7 10 


AA = 112 -12) - 2 (36 - 0 ) + 6012 - 0) 


= 0-72 +72 =0 


ما أن 0 = AA‏ فان النظام Y‏ يوجد له حل. 
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آجب عن الأسئلة )6-1( 


3- A.B 
4 А? 
5- А.А" 
6- ۸ 
اذا كانت‎ 7 
х-2 3 1 
5 y 0|]=|5 0 
2 -2 1 2 2 
x, y فجد قيمة‎ 
اذا كانت‎ 8 
2 4 
А-|6 81., р а 1 
10 12 0201 
C=A.B وکانت‎ 
۲-۸ 
فجد ما يلي:‎ 
1- 13 32 
2- D,D 
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9- اذا كانت 


БӨ Р 


-احسب معکوس الصفوفات في الاستلة )13-10( باستخدام عملیات الصف البسیط. 


فجد قيمة کل من a,b,c,d‏ 


1“ 2 
1-8-1-2 4 
|6 -1 0 
١ 8 
12 12 
10 4 
1 2 4 
13-17 5 3 
8 4-2 0 
4 21-10 


- حل أنظمة العادلات في الاسئلة )17-14( باستخدام عملیات الصف البسيط 


15- х+у+2=3 
бх + 2y -4z = 4 
2х-у=1 

16- X + x + x, +X, +X, = 7 


3× - x, + 2x, = 6 
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20- 


21- 


22- 


23- 


24- 


5х, + 6x, + 7x, = 8 


-X ¬ 3x, + x, + 2х, = 1 


- 2 + 3х, + 4х, = 18 


X, - 2x, + x, = 6 


4x, + 6x, + 8х, = 2 


- جد محددة املصفوفة Š‏ الاستلة )24-18( 


7 8 و‎ 
B=| 5 10 -7 
۱-2 0 1| 
]5 0 0 0] 
3 7 0 0 
E 4.29 
[0 3 2 10[ 
L 
[7 8 9 10 5 
-1 2 3 4 -5 
D= |1 2 1 2 1 
0 0 0 0 0 
|12 15 7 19 3 | 
4 0 0 
Е-10 5 0 
0 0 0 
3 5 1 
в-112 20 4 
6 3 5 
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آجب عن الاسئلة )28-25( 


29- جد قيمة (6 التي تجعل ا مصفوفة 


مصفوفة منفردة 


30- جد القیم الحقيقية ل x‏ التي تجعل اللصفوفة 


مصفوفة غير منفردة 
- جد معکوس المصفوفة في الاسئلة )33-31( باستخدام الحددات 


4 
31- А = 
5 6 
1 4 6 
32-8-15 -1 0 
4 
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0 
33- C= | 5 
2 


- جد حل النظام من امعادلات باستخدام طريقة کرامر للاسئلة )36-34( 


34- 6x + 7y = 8 
3x - 2y = 0 
35- 2х+у+2=7 
x - 2y + 4z = 2 
3x + 3y + 32 = 25 
36- 4х+у= 5 
х + 22= 3 
у +42 = 9 
في النظام التالي من العادلات‎ -7 


2x + Зу + 42 = 13 


х-2у-32-5 
y+z=3 
اذا عبرنا عن النظام بطريقة المصفوفات على الصورة‎ 
АХ = В 
. ایجاد حل النظام‎ Š استخدام معکوس المصفوفة‎ 
اذا كان لدینا النظام التالي من العادلات‎ -8 
ax + by = 4 
2ax - 3by = 3 


وکان حل النظام هو ç х-1,у-1‏ فجد قيمة .a,b‏ 


حض۔ےےسس سس === === 13 


الوحدة الخامسة 
التفاضل وتطبقاته 


Differentiation and Its Applications 
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الوحدة الخامسة 
التفاضل وتطبیقاته 
Differentation and Its Application‏ 


مفهوم النهایة: Limit‏ 


النهایات هي أساس حساب التفاضل والتکامل وهي تعبر عن سلوك منحنی اقتران ما f(x)‏ عندما 
يقترب ا متغیر х‏ من قيمة معينة ولتوضیح ذلك نأخذ الاقتران التالي 


f(x) = 2x + 1‏ 
ونری ما هو سلوك الاقتران كلما اقتربت x‏ من صفر من خلال الجدول التالي: 
х -0.1 -0.01 -0.001 0.001 0.01 0.1‏ 
f(x) 0.8 0.98 0.998 1.002 1.02 1.2‏ 


نی أن الاقتران (10 یقترب من العدد )1( كلها اقتربت x‏ من صسفر 
وبالرموز نكتبها کالاتی: 
x— 0 Қх) — 1‏ 
ونقول أن نهاية 1 = f(x)‏ عندما x‏ تقترب من صفر وتکتب بالرموز 
lim f(x) =1‏ 


x— 0 


في هذا الاقتران نجد أن 1 = )0( f‏ ولکن ذلك لیس بالضرورة فقد یکون الاقتران غير معرف عند النقطة 
ولکن dolg‏ عندها موجودة 


lim f(x) 
х-Э2 
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الحل: 


هذا الاقتران غير معرف عند 2 = × ولکننا سنری أن 40145 موجودة عند 2 = х‏ 


لایجاد النهاية نطبق إحدى الطريقتين التالیتین: 


1- طريقة الجدول: 
х 1.9 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1‏ 
f(x) 3.9 3.99 3.999 4.001 4.01 4.1‏ 
نری أن 100 یقترب من )4( كلما × اقتربت من )2( 
Г. lim f(x) = 4‏ 


х-Э2 


2- طريقة الرسم البياني: 


نرسم الاقتران ومن خلال الرسم نجد النهایة 


من خلال الرسم نری أن الاقتران یقترب من )4( ولا پساویه عندما х‏ تقترب من )2( 


lim f(x) = 4 


ووب 
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تعریف: 


اذا کان؟ معرف على الفتة المفتوحة 1 وکانت] € a‏ (ليس 
بالضرورة أن یکون معرف عند (a)‏ وکانت L‏ أي عدد حقيقي فان : 


lim f(x) = L 
x 
يوجد 0 < © بحیث أن اذا كان 6 > | ۾ - × | فان‎ E> 0 اذا كان لكل‎ 
| 0 -L|< 6 
مثال:‎ 
باستخدام التعریف آثبت أن‎ 
lim 3x -1 =2 
х1 
الحل‎ 
f(x) = 3x - 1 а-1 1-2 


حتی تکون النهاية موجودة يجب أن یکون لکل 0 < © » يوجد 0 < ۵ بحیث: 
|x - 1 > 8 = (Зх -1( - 2 >€‏ 
ولایجاد ذلك يجب ایجاد قيمة ل Ó‏ تعتمد على © ونأخذ التباينة 
3x-1 -2| > €‏ | 
|3х-3| > >‏ > 
€ > | )3-1 > 


بالقسمة على 3 €< 3|x-1|‏ > 


= | -> Š 
3 


7. lim (3х-1) =2 
х1 
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مثال: 
أثبت باستخدام التعریف أن 


غير موجودة — lim‏ 


نستخدم البرهان غير المباشر ونفرض أن 


х € (-Ó > Ó) ولتکن‎ (-Ó , Ó) لنأخذ الفترة‎ 
L Є(-Є.Є) بحیث تکون‎ 


1 Я 
—  نارتقالل من خلال الرسم آدناه‎ 
x 


کر بد کہ و سس کی یز و E‏ کپ یر و سا گت سس مي ی که 


نلاحظ أنه كلما كانت 0 صغبرة جدا € تکبر وتكون كبيرة جدا وهذا يعني أن الاقتران (x)‏ ۶ یؤول الى YUI‏ 
نهاية وبالتالي لا ہکن ایجاد Ó‏ بحیث یکون التعریف صحيحاً فليس صحیحا أن 
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(Y e> 0,38 > 0:-0|> 8> х)-1«є 


)1( نظرية‎ 
فان:‎ а, ا‎ € R اذا كانت‎ 
lim k =k 
ха 
مثال:‎ 
lm 5 - 5 
x28 
)2( نظرية‎ 
رھ فان‎ Б, м € R اذا كانت‎ 
lim (mx +b) = ma +b 
ха 
مثال:‎ 
lim 5۶-4 جد‎ 
x—-1 
الحل:‎ 
lim 5x - 4 = (5) (-1) -4 = -5 - 4 = -9 
x—-1 
(3) نظرية‎ 
فان‎ lim h(x) =m وکانت‎ lim f(x) = L اذا كانت‎ 
xa ха 


1- lim ] f(x) + h(x) ] = L +m 
xa 
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lim | f(x). h(x) | = L.m 


xa 
f L 
1 10 === т ۶ 0 
مجع‎ h(x) m 
مثال: حد‎ 
li 3х-1 
Pea 
الحل:‎ 
si limo l (зр)-1 2-1 
ЭМ 25-2 Їй2х42 (2(1)-2 4 2 
x—1 
مثال:‎ 
lmx جد‎ 
xa 
الحل:‎ 
lim x = lim x.x = lim x. lim x =a .a = a 
xa ха ха ха 
(1) 4-5 
lim х" = а" فان‎ n عدد طبيعي‎ ву 
xa 
)2( نتيجة‎ 
lim [f(0]" = [lim f(x) ۳ فان‎ n لأي عدد طبيعي‎ 
ха ха 
مثال:‎ 
lim جد )4 - عم‎ 


х1 
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lim (x° - 4( = [lim (x° - 4)] 


х1 х1 
-117-4Г 
= (3) 
= -243 
lim [k f(x)] = k lim f(x) , КЄК 
ха ха 


lim [ х) – h(x) | = lim f(x) - lim h(x) 
ха ха ха 


lim (5x - 6) 
х-Э2 


lim (5x° - 6)° = [lim (5x - 6)]° 
х-Э2 х-Э2 


زم - °)5(2[ = 
]20-6[ = 


= 2744 


lim f(x) = f(a), Va E R 
xa 
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نتيجة (3) 


نتيجة (4) 


مثال: 


نظرية )4( 


اذا كان f‏ کثبر حدود فان 


lim (x° - Зх? + 5x - 7) 


ہچ 


lim (х - Зх? + 5x - 7) = (2)° - 3)2(” + (5) (2) - 7 
х-Э2 

= 16 - 12 + 10-7 

2522 


lim К(х) = k(a) 


x= 

„5х? -Зх+4 

іт 

х-»-1 2-3 

. 5x2—3x+4 (50-1) –3(-1)+4 
l دی‎ 


lim Vx = Va 


x—a 
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مثال: 


الحل: 
نظرية )5( 
اذا کان К(х)‏ اقتران نسبي فان 
مثال: 
جد 
الحل: 
نظرية (6) 


اذا كانت 0 < ۾ فان 


x2 لو‎ lim lx” -3Ух 


lim x4a 
همع‎ 4-4Х5 lim 4-3 


x—a 


3/0۳ -/ 


4-03 


2ے 1-3 _ 
3 4-1 
وج х‏ 


lim үх? – Зх +1 


х3 
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فان 


lim f(x) = L اذا كانت‎ 


مثال: 


نظرية (7) 


مثال: 


lim ух? —3x+1 = lim (x -3x +1) 


x43 x43 


حساب النهایات: 


في بعض الاقترانات النسبية تكون نتيجة التعويض كمية غير معرفة مثل 


0 00 
OO =‏ .0 00-00 ( — 
0 00 
5599 اذا رسمنا الاقتران نجد أن هناك نهاية للاقتران موجودة. وفي هذه الحالة 155 الى تحلیل الاقتران. 
مثال: حد 
ji x’—4‏ 
im‏ 
хэ2 X—2‏ 
الحل: 
20 98 
بالتعویض اطباشر یکون 02851 ۰ نلجا للتحلیل 
2 
وی 2 x 4 _ (x‏ 
Х-2 Х-2‏ 
2 
lim =]mx+2=2+2=4‏ > 
x>2 Х- x—2‏ 
مثال: 
جد 
Х-3‏ 1 
im‏ 
x>3 X — 27‏ 
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x-3 0 
x>3 X - 27 0 
х-3 5 2-3 
0011 (х - 3(2 +3x +9) 


1 
lim——— 
x>3 X° +3x + 9 


. 1 
27 
مثال:‎ 
جد‎ 
х2 -5х+6 
lim 
x43 Х-3 
الحل:‎ 
_ X2—-5x+6 0 
lim = 


= llim x 2-3-2-1 


x43 


مثال: جد 


1 х – 25 „МХ +5 
m 7 соо 
ہے‎ [x 5 (الضرب باطرافق)‎ 


251./х +5) 


х-»25 х – 25 


= іт Мх +5 


х-»25 


= 425 +5 


مثال: »4 


بالتعویض المباشر تکون النتيجة )0.90( كمية غير معرفة وهنا آیضا نلجاً للتحلیل. 


1 


1 1 1 
іт‏ = 1-— | ستا 
3 ہے ]وا | 1+ х‏ | 
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ہت 81 1-4х41‏ ; 
ضرب باطرافق lim‏ = 
ہے 2 y‏ ا I‏ ہو 


1-(x +1) 


Б х(/х-1|1- ух +1) 


2 = 1- . 
)70411041( )1 + ال 11 | ما 


مثال: حد 


بتوحید القامات Š‏ البسط 
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2 9(х + 9) 


بالتعويض الباشر ينتج 
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مثال: 


مثال: 


بالتعویض ا باشر ینتج أن 


نلجأ للتحلیل وف هذه الحالة نستخدم طريقة تسمی الاستبدال وهي: 


х-у-1су -х41су-1Х-1 نفرض:‎ 
х-7-эу- 2 Lj 


i \x+1-2 _ у-2 -2 
EE EGET E 
ji y-2 
5 У (у 20у? + 2y + 4( 
l 1 1 1 
= lim 


уэ2у2+2у+4 4+4+4 12 


عند التعویض الباشر تکون النهاية 
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مثال: 


وهنا نستخدم طريقة القسمة الطويلة 


2 
x - 2 


> + 1 X + x +2 


3 2 
ی‎ tx 


2 
-X + + 2 


-х2 Ёх 


2x + 2 
2x + 2 


0 0 


= limxX” —x+2=1+1+2=4 


النهاية من طرف واحد: One side limit‏ 

هناك بعض الاقترانات مثل الاقتران المتشعب یکون فیها الاقتران غير معرف عند نقطة (blä)‏ 
التشعب ولایجاد النهاية Jib‏ هذه الاقترانات نحتاج الى طريقة لاثبات أن النهاية ستکون واحدة سواء 
آخذت آکبر من النقطة أو اقل من النقطة. وف بعض الاقترانات الاخری یکون الاقتران معرف على فترة 
محددة مثل اقترانات الجذور وف Jis‏ هذه الاقترانات اذا آردنا معرفة سلوك الاقتران عند نقطة نهاية 
التعریف نأخذ النهاية من طرف واحد فقط كما ف الامثلة التالية: 
مثال: 

ابحث في نهاية الاقتران АХ‏ = 100 عندما 0 ج × 
الحل: 

نری هنا أن الاقتران غير معرف عندما 0 > × وبالتالي У‏ نستطیع 351 قیم للنهاية عندما 0> x‏ 
وهنا 350 النهاية من طرف واحد فقط وهو عندما 0 < × أي من اليمين ونرمز لها بالرمز "0 — x‏ 


ولنشکل الجدول التالي 


01 


0.01 


0.001 


0.0001 


f(x) 


0.32 


0.1 


0.032 


0.01 


نری هنا أنه كلما اقتربت x‏ من صفر من اليمين يقترب f(x)‏ من صفر وبالرموز 


x 0 ج‎ f(x) — و‎ 


آو 0 = lim f(x)‏ 
х0‏ 
أي نهاية f(x)‏ من اليمين تساوي صفر. 
تعریف: (النهاية من الیمین) 
اذا كان f‏ اقتران معرف على الفترة (a , c)‏ وکانت L € R‏ 
فان lim f(x) = L‏ 
ха“‏ 


تکون صحيحة اذا کان 0 > € 0۰۷ < 36 بحيث 


a<x<Ö+a | 0 -L|< € 


مثال: 

ابحث في نهاية الاقتران × -1/ = Ё(х)‏ عندما x‏ تقترب من 1 
الحل: 

في هذ вуз АЈ‏ أن الاقتران غير معرف عندما 1 > x‏ 
وبالتالي سنأخذ القيم التي تكون أقل من )1( وهذه تسمى النهاية من اليسار ونرمز لها بالرمز 1 — x‏ 
كما في الجدول التالي: 

х 0.9 0.99 0.999 0.9999 
f(x) 0.32 0.1 0.032 0.01 
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نری هنا آیضا أنه كلما اقتربت х‏ من )1( من الیسار يقترب f(x)‏ من صفر وبالرموز 1 ج × فان 100 
مج 
آو 0 = lim f(x)‏ 
хг‏ 


أي نهاية f (x)‏ من الیسار تساوي صفر 


تعریف: 
اذا كان f‏ اقتران معرف على الفترة (c, a)‏ وکان L € R‏ فان 
lim f(x) = L‏ 
xa‏ 
صحيحة اذا کان 0 < VE‏ 0۰ < ۵ بحيث اذا كان 
L| < €‏ - ما |> و >ع > 0-5 
مثال: 
اذا کان 


2-2 
j= Х х»3 
2х +1 х<3 


1- lim f(x) 
x3 


2- lim f(x) 
х3 


1- lim f(x) 
x3 


jsb‏ قاعدة الاقتران عندما 3 < × أي عندما × تؤول الى 3 من اليمين. 
Г. lim f(x) = lim x - 2 = (3) -2 =7‏ 
х3‘ х3“‏ 


2- lim f(x) 
х3 
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isb‏ قاعدة الاقتران عندما 3 > × أي عندما × تؤول الى 3 من الیسار 


<. lim f(x) = lim 2Х-1-2Х3-41-7 
х3 х3 


نلاحظ من خلال ا مشال أن النهاية من اليمين والنهاية من الیسار متساویتان وهذا يعني أن النهاية 
موجودة. وهذا ما ستوضحه النظرية التالية: 


اذا كان f‏ معرف على فترة مفتوحة 1 تحوى a‏ ویس بالضرورة أن 


نظرية: 


یکون الاقتران معرف عندها فان 


lim f(x) =L < lim f(x) = lim f(x) = L 
xa ха‘ ха 


باستخدام النهاية من الیمین والنهاية من الیسار اثبت أن نهاية الاقتران 


x-1 х»1 
f(x) = 


x<1 ,х50 


x |= 


غير موجودة عند 1 x=‏ 


حتی تکون النهاية موجودة يجب أن تکون النهاية من اليمين = النهاية من الیسار 
lim f(x) = lim x-1=1-1 =0‏ 
х1“ хг‏ 


1 1 
lim f(x) = lim — = = =1 
х 1 


х1 х1 


159 


ما أن 
lim f(x) < lim f(x)‏ 


x21" х-Э1 
`. lim f(x) غير موجودة‎ 
х1 
مثال:‎ 
اذا كانت موجودة‎ lim|x - 2| 4» 
x—2 
НӨЄ 
نعید تعریف الاقتران باستخدام قاعدة الاقتران ا متشعب‎ 
Х-2 х»2 
۴ - 2| - 
2-х х«2 


حتی 0553 النهاية موجودة يجب أن 0555 النهاية من اليمين تساوي النهاية من الیسار عند 2 = × 
0- ۲-2-2-2 صنا = | 2 -ع | lim‏ 
х-Э27‏ “رجي 


lm|x-2|=lim 2-x=2-2 =0 
x22 x22 

ما أن 
lim | x -2 | =0‏ = | 2 -ع | lim‏ 


х-Э27 х2 


..lim |x-2| =0 
х-Э2 
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f(x) = 


مثال: 


جد limf(x)‏ ان وجدت 


الحل: 


في هذه الحالة تکون النهاية من اليمين والنهاية من الیسار على نفس القاعدة 


3 - 
.. lim f (x) = اد ٹا‎ = ш 
хэг х-1 0 


ИСЕ (х-1)(к° +х+1) 
“اجر‎ x-1 


. 2 
=lim x + +1 


х-Э17 
= 1+1+1 =3 
3 
1 20Х7-1 
limf(x) = lim -3 
x41 x41 Х- 
<. lim f(x) =3 
х1 
2 x<1 
x 
f(x) = 
1 x21 


مثال: 


جد limf(x)‏ اذا كانت موجودة. 


الحل: 


حتى تکون النهاية موجودة يجب أن تکون النهاية من اليمين = النهاية من الیسار نجد في 


lim f(x) = lim -1 = -1 


x—1° х-Э17 
ا کہ ہے‎ 
limf® = іт 
x—Ə1 x41 X 
1 0<x<1 
ын 
Х 
-1 x<0 
x. 
lim — = lim 1=1 
x41 X x>l 
<. lim f(x) Z lim f(x) 
хг“ хг 
Г.Л f(x) غير موجودة‎ 
х1 
2х? -1 
х +1 
f(x) = 
ах -1 


البدایة النهاية من اليمين 


x 


فى هذه الحالة نعيد تعريف الاقتران ‏ لايجاد النهاية 
л :‏ 
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ونجد النهاية لهذا الاقتران من الیسار فقط 


النهاية من الیسار 


جد قيمة a‏ التي تجعل limf(x)‏ موجودة 


الحل: 
حتی تکون النهاية موجودة يجب أن تکون النهاية من اليمين تساوي النهاية من الیسار 
1 1- 200۳ 1- 27 
lim (х) = lim = Ш =‏ 
x41 x> xX +1 1+1 2‏ 


lim f(x) = lim ax- 1 = (a) (1) -1=а-1 


хг хг 
ها أن النهاية موجودة ۰. النهاية من اليمين = النهاية من الیسار‎ 
۳ asaj 
2 
1 
-ша--41- 3 
2 2 
з. : 7 
— جو ہب‎ ан: 
Continuity الاتصال:‎ 
لنأخذ ا مثالین التاليين وندرس سلوكهما ثم نری ما الفرق بینهما‎ 
مثال:‎ 
25-1 х2»1 
f(x) = 
х? х<1 


لندرس سلوك هذا الاقتران عند 1 = x‏ مع ملاحظة أن الاقتران معرف عند 1 = x‏ نجد Š‏ البداية نهاية 
الاقتران عن طريق النهاية من اليمين والنهاية من الیسار 
lim f(x) = lim 2-1‏ 
x41 x41‏ 


= (2) (1) -1=1 


lim f(x) = lim ×2 =1 =1 


x41 x41 
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Г. lim f(x) = 1 
х1 


f (1) = (2) (1) -1 < 1 


Г. lim f(x) = f(1) 
х-Э1 
رسم الاقتران نری هنا أنه لا پوجد قطع في الاقتران أي أنه مستمر أو متصل.‎ 9263 


ادرس سلوك الاقتران التالي: 


x7 -4 x #2 


f(x) 


نری هنا أن الاقتران معرف عند 2 = × 
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ولایجاد نهاية الاقتران عندما х‏ تقترب من )2( 354 الجزء الاول من الاقتران سواء من اليمين أو الیسار. 


2 
limf (x) = lim х تب‎ 2( +2) 
х-э2 хэ2 Х-2 х-э2 2-2 
- limx+2=4 


82) =2 Ll 
limf (x) + f (2) ونری هنا أن‎ 


وعند رسم الاقتران بيانياً نجد أن هناك قطع في الاقتران عند 2 = x‏ 
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من ملاحظتنا للمثالین السابقین نری أن الاقتران الاول متصل معنى ان لا پوجد أي قطع Š‏ منحنی الاقتران 
بینما الاقتران الثاني غير متصل أي يوجد قطع للاقتران عند 2 = × وقد حقق الاقتران الاول الشروط التالية 
وهي الشروط التي يجب ان تتحقق Š‏ الاقتران حتی یکون متصل عند أي نقطة مثل ۾ = × : 


1- أن یکون الاقتران معرف عند ۾ = × 
2- نهاية الاقتران موجودة عند ۾ = х‏ 
lim f (x) = f(a) -3‏ 

X—a 


وف مثالنا الثاني لاحظنا أن )2( limf (x) z f‏ 


أي أن الاقتران لم يحقق الشرط الثالث من شروط الاتصال وبالتالي یکون الاقتران غير متصل (منفصل) اذا ۸ 
يحقق شرط أو أكثر من الشروط السابقة 


مثال: 
ابحث 3 اتصال الاقتران التالی عند х-1‏ 
x7 -1 x#1‏ 


F(x) = 


الحل: 
1- من تعريف الاقتران نجد أن الاقتران معرف عند 1 = × 


2 


-1 
limf(x) = مزا‎ = х+1=2 2 
x—1 x>1 Х-1 


ات 


10( = 2 = limf (x) = 2 7 


۰ الاقتران متصل عند 1 = × 
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х2-9 х»3 
2-3 

f(x) = 
x+1 х<3 


مثال: 
ابحث في اتصال الاقتران التالي عند 3 = х‏ 


الحل: 


1- الاقتران معرف عند 3 = x‏ 


2- لایجاد (×) limf‏ نجد النهاية من اليمين والنهاية من الیسار 


lim f(x) = lim x +1 
x43 x43 
= 3+1=4 


x7 -9 


lim f(x) = lim 
x43" x43” 


= lim x+3 =6 


x>3* 
-. lim f(x) + lim f (x) 
جر جر‎ 


2 11۳10 


х-»3 


غير موجودة 
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f(x) 2‏ غير متصل عند 3 = × 


Rate of Change متوسط التغیر:‎ 


اذا كان f(x)‏ اقتران معرف على الفترة [a , b]‏ ومنحناه هثل الشکل التالي: 


واخذنا النقطتين (х, у,) < (x, y)‏ على منحنی الاقتران فان التغیر في قيمة x‏ ما بين هاتين النقطتین هو × 
,× - ر ويرمز له بالرمز × ۸ وتقرأ x Шо‏ والتغير في قيمة у‏ هي 
Ay =Y, -у, = (х,)-– х.)‏ 


التغبر في y‏ 
ویکون متوسط التغیر = سسس = کل S.‏ 
التغير فی x‏ ی Ах‏ 


3 


Ay 5 f(x,)—Í(x,) 
Ax X, —X, 
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а) 


b) 


c) 


a) 


b) 


c) 


نلاحظ من التعریف ان متوسط التغير هثل ميل القاطع للمستقیم اطار بالنقطتین (uy),Goy;)‏ أي : 


_ Ay — و‎ 
АХ بعت دوع‎ 
مثال:‎ 
من 0.1 = ,× إلى 0.3 = ر× فجد ما يلي:‎ x وتغيرت‎ f(x) = х? - 2 +5 اذا كان‎ 
Ax. 
Ay. 
Ay 
Ax 
الحل:‎ 
Ax = x, - x, = 0.3 - 0.1 = 2 
Ay = f(x.) - f(x) 
= f (0.3) - f(0.1) 
= [ (0.3)° - 2(0.3) + 5] - [00.1) - 2(0.1) + 5] 
= 4.49-4.81 
= -0.32 
۸ -0.32 
Ay 2094 - می‎ 
АХ 0.2 
مثال:‎ 


جد معادلة الستقیم الذي ghis‏ منحنی الاقتران 1+ f(x) = VX‏ عند х=0‏ وعند 3=× . 
الحل: 
نجد ميل القاطع أولاً وهو 


Ху У-У ہے‎ f(x,)—f(x,) 


M 
Ах ےس بت دوع‎ 
ان زد‎ 2-1 1 
3-0 3 


1 1 
у-1-х 
3 

= 1 1 

y= —x+ 
3 

3y=x+3‏ بت 


The derivative اطشتقة:‎ 


اذا آخذنا النهاية لتوسط التغير عندما Ax—0‏ فإننا نرمز لها بالرمز 9 
lim ЗҮ. lim +0‏ ع 7 
AX хәх X, =x,‏ اجہحھ dx‏ 


хх, 00 <= x2=h+x, С:1Ї-х,-х, 


“lim Í) f(x) اڈ ہرے‎ 200 


х.х Х, - Х, 0جط‎ 


ویکون هذا تعريف المشتقة كما سنتعرف عليه في التعريف التالي واذا كانت المشتقة هي نهاية متوسط 
е‏ فان ميل انان - هات ميل القاطع ب 
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تعریف: اذا كان f(x)‏ اقتران معرف على الفترة х, Є (a, b) 4469 [a , b]‏ فان مشتقة الاقتران f(x)‏ عند x‏ 
x,‏ = ویرمز لها بالرمز f'(x)‏ هي 


ویرمز لها 1251 بعدة رموز منها 


dy 7 0‏ 
dx dx‏ 
ملاحظة: تکون الشتقة موجودة إذا کانت النهاية موجودة 
مثال: 
اذا کان 7 - ×3 = fæ)‏ فجد (1) f‏ 
الحل: 
(+h) O‏ ہے PO‏ 
5 0جط 
в)-7-30)-7‏ +20 _ 
В-»0 h‏ 
3-31-7-3-7. 
lim‏ = 
0جط 
ал -3‏ - 
в-0 h‏ 
تعریف: 


یکون الاقتران f‏ قابل للاشتقاق على الفترة (а,Ь)‏ اذا كانت مشتقة ‏ موجودة عند كل نقطة من 
نقاط الفترة. وتکتب على الصورة 


Î f(x+h)-f(x) 
۱۳۳ h 
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مثال: 


۶" (х) فجد‎ f (x) = x° اذا كان‎ 


2 m+ А0 


2 2 
وہ رای 
h‏ 0ب 


. x27 +2xh+h 2 -—x2 
= lim 
В-»0 h 


. 2×5 +2 
= lim 
۲-0 h 


= lim2x +h 
h—0 
= 2x 


مثال: 
اذا کان 1+ ۰ = (х)‏ فجد (х)‏ ۶۲ 


e 70 


im h بالضرب بالرافق‎ 


. jVx+h+1-Jx+1 ух ط‎ +1 Jx 1 
= lim x 
h>0 h x +1 + x 


7 (x +h +1)-(x +1) 
2 h[/x+h+1+ Jx +1) 
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h 


aE hI) 


1 
lim 
һэ0 Jx +h +1 + ух +1 


1 


2 +1 


1 
f' (х) ход × ۶0 حيث‎ х) = — اذا کان‎ 
Х 


lim 


مثال: 


نظریة: اذا كان f‏ قابل للاشتقاق عند x,‏ = × فان f‏ متصل عن x = x,‏ 
ملاحظة: عكس النظرية غير صحيح وامثال gbl‏ يوضح ذلك 


1/3 


اذا كانت f de f(x) = |х|‏ متصل وقابل للاشتقاق 
الحل: 
آولا: نبحث 8 إتصال الاقتران 


نعید تعریف الاقتران 


x х20 
5 
-Х х«0 


نجد النهاية من الیمین ومن الیسار: 


lim f(x) = lim x =0 
х-»0" х-»0" 

lim f(x) = lim- x =0 
x40: x40: 


=> limf (x) = 0 = f(0) 
× = 0 متصل عند‎ f .. 


ثانيا: نبحث ف قابلية الاشتقاق من اليمين واليسار عند 0 = × 


ا و 
h>0* h в-0 h‏ 
ос а 100200) OME‏ 
5 07ج-ط 5 07ج-ط 


=> f. (0) # (0) 


22 غير قابل للاشتقاق . 
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Techniques of differentiation قواعد الاشتقاق:‎ 


1- اذا كان f(x) = c‏ حیث c‏ 240 فان 


f' (х) = 0 


مثال: 
اذا كان 97 = х)‏ فجد (х)‏ "۶ 


Ё (0-0 


2 اذا كان "× = f(x)‏ حیث n‏ عدد طبيعي 


f'@) =n x" فان‎ 


مثال: 
اذا كان (х) дод fa) = х?‏ "۶ 


Ё (х) = зх 


3- اذا كان h(x) f(x)‏ اقترانین قابلن للاشتقاق فان 


(f + h)! (х) = ۶۲6۵۵ + ۳0۵ 


مثال: 
جد مشتقة الاقتران 12 + × - × = f(x)‏ 
(x) = 4% - 2x + 0‏ ۶۲ 


= 4x° - 2x 


4- اذا كان f(x)‏ ء اقتران LB‏ للاشتقاق وکانت k‏ عدد حقيقي فان 
k f(x))' = 1۶۲ (x)‏ ( 


مثال: 
جد مشتقة الاقتران f (x) = Зх + 7 - 5x‏ 
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۶۲ (х) = (3) )3( + (7) (2)х – (5) (1) 


= 9% + 14х- 5 


5- اذا كان h(x) f(x)‏ اقترانین قابلین للاشتقاق فان 


(f. h) ۲ (x) 2۶0۵۵ ۰ (x) + f(x) . h'(x) 


مثال: 


f(x) = (2x? - 4) (4x + 3) جد 33:24 الاقتران‎ 


f'(x) = (2x° - 4) (4) + (4x) (4x + 3) 
= 8 - 16 + 162 + 12x 


24x + 12x - 16 


6 اذا کان h(x) , f(x)‏ قابلین للاشتقاق فان 


B 0230020 0پ‎ 


h (h(x))° 
مثال:‎ 
1 1 
f(x) = = جد مشتقة الاقتران‎ 
x 
الحل:‎ 
کے 0 روم‎ 
x x 
مثال:‎ 
ву اذا كانت س = فجد‎ 
ах 
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dx (к) 
х? –2х(х+1) 
= 2 
-x° 2x _ 2 
Хо БЖ х? 
عدد طبيعي‎ Ма» f(x) = х" اذا كان‎ 7 
۲۲ (x) = -n x”! فان‎ 
مثال:‎ 
, : 1 : 
1 (х) فجد‎ f(x) = اذا كان ج‎ 
x 
НӨЄ 
fx) = x° 
f'(x) = -2x° 
212 
Эс 
m,n © 1 حيث‎ f(x) =x" اذا كان‎ -8 
فان‎ 
m = 
(х) = х" 
n 


مثال: 
dy‏ 


اذا كانت × لہ = ل فجد 
dx‏ 
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dy do upas 1 1 
dx 2 2 223 УХ 
مثال:‎ 
3 
Бх) فجد‎ f(x) = ×2 اذا كان‎ 
الحل:‎ 
3-1 1 
E= >x? = 2 
МЕ sa 
2 
: مثال‎ 


1 
جد معادلة ا مماس والعمودي على ا مماس للاقتران 2 - —+ ух‏ = ()] عند .x=1‏ 
Е‏ 5 
الحل : 
1 
- عندما x=1‏ فان 2-0 у-10)-414-2‏ 


- نجد ميل ا مماس عند х-1‏ وهي 482211 الاولى عند х-1‏ 
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Y -y, = m (x - x) 


Y-0 28, 1) 

А‏ سک 0اک 
2 

2у = 3 - 3x‏ ج 

y-y= — دع‎ x) 

کد چو سے ٦‏ دز 

y= Хаа y= 3 
2 

— 37 = 2-2 
dy dy dz 
—=—.—=(f oh)'(x 
зо (f oh) (x) 


= f'(z) .h' (х) 


= f'(h (х)) . © 
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۰ معادلة المماس هي : 


ومعادلة العمودي على المماس هي : 


The Chain Rule قاعدة السلسلة:‎ 


اذا كانت у= 4)2( , 2 = х)‏ 
فان 


مثال: 


у= 3⁄2 - 5 , 2 = x° + 4х اذا كانت‎ 


Е n 
dx dz dx 


= (6z) (3х? + 4) 


= 6 (х? + 4х) ة)‎ + 4) 


مثال: 
اذا كانت dy 5 (3х2 - 6 х)“‏ 
> سا (3х - 0X)‏ = فل — 
e?‏ 
الحل: 
لتکن * = y‏ ج z = 3 x° - 6x‏ 
Фу dy dz‏ 
dx dz dx‏ 
(6x - 6)‏ (4)2 = 
-4(3х7-6х) (бх - 6)‏ 
:4э 20‏ اذا كانت y = (h (х))"‏ 
d nr‏ 
فان (р(х) "7 h'(x)‏ — 
dx‏ 
مثال: 
اذا كانت у-(4х-7)‏ فجد 
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(34х70)‏ كد 


= 12 (4x - 7)° 


مثال: 


اذا كانت y= 4(2х-3)‏ فجد 1 ی 


m р‏ لاه 
dx 2‏ 


32-3 ۔ 
Di 322) -3 = 3/4-3‏ 


- 3/1 >3 


Implicit differentiation الاشتقاق الضمنى:‎ 


هناك بعض الاقترانات مكن فصل المتغير × عن التغبر y‏ فیها ولکن هناك بعض الاقترانات У‏ 
ду‏ 


يمكن فصل التغیرات عن بعضها البعض وف مثل هذه الاقترانات عندما نشتق у‏ نضربها في Р‏ 


وسنوضح الاشتقاق АЛ‏ لضمني عن طریق الامثلة التالية: 
مثال: 


ду 

2 2 5 5 

y +× =1 جد — للاقتران‎ 
dx 
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الحل: 
هكن ایجاد المشتقة هنا بطریقتین: 
الطريقة الاولی: نفصل التغیرات 


Тах 2 
-xX _ X 
1-х? у 
الطريقة الثانية: نشتق ضمنياً‎ 
ور کف بو‎ -0 
dx 
> зул -2Х 
dx 
dy 5 -- — 
dx 2y 
مثال:‎ 
للمعاد لة‎ бу جد‎ 
dx 
y +2xy +x = y x 
الحل:‎ 
پر + بوج + لو‎ 9 ох = зух руг 
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Эу Са СУ = y2 -2у-2х 
x dx dx 
نر تا‎ у?-2у-2х 
dy у”-2у-2х 
dx 2у-2х-2ху 
Higher derivatives  :ایلعلا الشتقات‎ 
- : ду 1 
وتسمى المشتقة الاولى‎ Ё (х) = F هي‎ f(x) مشتقة الاقتران‎ 
а?у 
وتسمی 48:51 الثانية‎ f! (х) = — هي‎ f (х) ومشتقة الاقتران‎ 
Фу 
وتسمی الشتقة الثالثة‎ f ”(x) = کے‎ £ (x) ومشتقة الاقتران‎ 
ا‎ (n) Фу. 
f(x) تسمی 48:54 النونية‎ f (X) = سح‎ 4418 
dx" 
مثال:‎ 
1 
y= — جد المشتقة الثالثة للاقتران‎ 
Х 
الحل:‎ 
1 5 
y= P: =x 
الشتقة الاول‎ 
dy , -1 
ах х2 
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امشتقة الثانية 


а?у С. 
НАЕ 
المشتقة الثالثة‎ 
Фу , -6 
dx? цэр اوت‎ 
مثال:‎ 


جد المشتقة الثانية للاقتران х) = VX‏ 


الحل: 
1 
Vx =x?‏ = یہ 
المشتقة الأولى 
: 1 56 
x) = — =‏ 
×2 2 
!= = يرت =( 


Increase and Dearease التزاید والتناقص:‎ 
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لو نظرنا إلى هذا الاقتران نری أنه یتزاید في الفترة [а,Ь]‏ ویتناقص Š‏ الفترة [b,c]‏ ثم یعود لیتزاید في الفترة 
 [c,d]‏ ولتعریف التزاید والتناقص 350 التعریف التالی: 


تعریف: 


اذا کان f(x)‏ معرف على الفترة [аЬ]‏ وکان х, Є [ab]‏ , ,× فان: 


-Í‏ یکون الاقتران f‏ متزايد على الفترة [a,b]‏ اذا كانت 

x, <x, © fx) < Ќх,) 
اذا كانت‎ [a,b] متناقص على الفترة‎ f ب- یکون الاقتران‎ 

x, > x, — f(x) > f(x») 
ج- یکون الاقتران ثابت اذا كانت‎ 

x, > x, — f) = f(x) 
مثال:‎ 

ابحث في فترات التزاید والتناقص للاقتران f(x) = x°‏ 

الحل: 
نلاحظ من خلال الرسم أن 
الاقتران متزاید على الفترة 
)00 , 0[ 
ومتناقص علی 


الفترة ]00,0-( 
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نلاحظ هنا ШЇ‏ اعتمدنا على الرسم Š‏ تحدید فترات التزاید والتناقص ولکن هذه الطريقة ليست فعالة في 
كل الاحیان ولذلك لابد من طريقة آخری لتحدید فترات التزاید والتناقص وهذه الطريقة هي طريقة 
ا مشتقة الاو ی۔ 
نظریة: 

اذا كان f‏ اقتراناً متصلاً على الفترة ا مغلقة [a,b]‏ وقابلاً للاشتقاق على الفترة المفتوحة (a,b)‏ فان: 
f -Í‏ يكون متزایداً على الفترة [a,b]‏ اذا كانت V x € (ар)‏ ,0 < ۲60 


ب- f‏ يكون متناقص على الفترة [a,b]‏ اذا كانت (x) «0, V х € (ab)‏ ۶۲ 


نتىجة: 


اذا کان f‏ اقتراناً قابلاً للاشتقاق وكانت 0 = f (х)‏ أوغير معرفة فان 
(х,, f(x.) )‏ تسمی نقطة حرحة للاقتران .(Critical Point)‏ 


مثال: 
باستخدام 48:41 الاولى جد فترات التزايد والتناقص والنقاط الحرجة لکل من الاقترانات التالية: 
a) f(x) = 1 + 4x - x‏ 
b) f(x) = x - бх? + 9x + 13‏ 
c) f(x) = 4x° - 8x‏ 
الحل: 


a) f(x) = 1 + 4x - x 
البداية المشتقة الاولی ونساویها بالصفر‎  دجن‎ 
۶۲ (х) =4-2x=0 


2 رس 


ялын l l IL lI lI Ii IE: 


2 
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۰ يكون الاقتران متزاید على الفترة ]2 , 00-] 
ومتناقص على الفترة )00 , 2[ 
LÍ‏ النقطة الحرجة فهي )2,5( 
b) f(x) = x° - 6x? + 9x + 3‏ 
(х) = 30 -12x+9=0‏ ۶۲ 
بالقسمة على )3( 
х - 4+ 3-0‏ 
(х- 3) (х-1)=0‏ > 


5-22 1 2-3 


+ ++ ++ +++ تا ++++++++ 


۰ یکون الاقتران متزاید Š‏ الفترات )00 , 3[ U‏ ]1 , 00-) 
ومتناقص علی الفترة [3 , 1] 
آما النقاط الحرجة فهي )1,17( )3,13( 
c) f(x) = 4x° - 8x‏ 
f" (x) = 16x° - 16x‏ 
بالقسمة على 16 
х-х-0‏ 
x(- 1-0‏ جح 


-Э»х-0,х-1,х--1 
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]-1 , 0[ U [1 


.. 0553 الاقتران متزاید على الفترات )00 , 


ومتناقص على الفترات ]1 , 0[ U‏ [1- , 00-) 


آما النقاط الحرجة فهي (4- ,1-) ,)4-,0,0),(1( 
مثال: 

جد النقاط الحرجة للاقتران ”× - 4/د + - Қх)‏ 
الحل: 


نجد المشتقة الاولى وتساویها بالصفر 


O 0‏ جو ار وم 


=> گے 2 4ہ‎ 
4-2 
4-х = x 
2x = 4 
>x = 2 
= +2 


(/244-42)(/24с/2) 
53 
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2ү4-х? 


بالضرب التبادلی 


.1 النقاط الحرجة هي 


القیم القصوی: Extrema Values‏ 
تعریف: 
لیکن f(x)‏ اقتران معرف على الفترة [a,b]‏ فاذا وجدت فترة مفتوحة (cd)‏ تحوي ,× فان: 
f(x) -Í‏ تسمی قيمة عظمی محلية Local Maximum Value‏ اذا كان 
f(x) > f(x) , V x € [a,b] A [c,d]‏ 
ب- f(x.)‏ تسمی قيمة صغری محلية Local Minimum Value‏ اذا كان 
f(x) = х), V х € [a,b] A [c,d]‏ 
تسمی القیم العظمی والصغری قيماً قصوی. 
ملاحظة: 
تکون القيمة القصوی مطلقة اذا كانت [c,d] = [a,b]‏ 


مثال: 


الشکل التالي هثل منحنی الاقتران Қх)‏ في الفترة 0,6( حدد القیم القصوی للاقتران 


= NAURAA 
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الحل: 

للاقتران قيمة عظمی محلية عند 0 = x‏ هي 5 = К0)‏ وایضا عند 4= x‏ هي 6-(1)4 

ویوجد للاقتران قيمة صغری Аа‏ عند 1 = x‏ هي 1 = f(1)‏ وایضاً عند 6 = x‏ هي 3 = f(6)‏ 
آما القیم القصوی المطلقة فهي 6 = )4 فهي 45 عظمی مطلقة 

f(2) -1‏ وهي قيمة صغری مطلقة 


مثال: 
اذا كان f(x) -х‏ معرف على R‏ فهل للاقتران قیم قصوی 


الحل: 
نرسم الاقتران ويكون شكله کالاتی: 


نلاحظ من خلال الرسم أن الاقتران У‏ يحوي أي قیم قصوی 
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ملاحظة: 

اذا كانت ¿a f(x.)‏ قصوی فان f (х)-0‏ أو غير موجودة ولکن العکس لیس بالضرورة أن 
والمثال السابق دلیل على عدم صحة عکس النظرية حيث 0 = )0( " f‏ لکن لا يوجد قيمة قصوی عند х=‏ 
0 
مثال: 

جد القیم القصوی لاقتران ”× - 4 = f(x)‏ 


الحل: 
نجد القیم القصوی من خلال الرسم 


ونلاحظ أنه يوجد قيمة عظمی عند 0 = × 
هي 4 = (1)0 

وايضاً نلاحظ أن 0 = x‏ ج 0 = ×2 = Ё (х)‏ 
أي 0= )0( ۴ 

نظرية: (اختبار المشتقة الاولى) 


اذا كان f‏ اقتران متصل على الفترة [a,b]‏ وقابل للاشتقاق على الفترة (ab)‏ وكانت ((»)؟ , (x,‏ نقطة حرجة 
للاقتران f‏ فان: 
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-Í‏ (ر»)٤‏ قيمة عظمی 4а‏ اذا كان 


f'G@)20,Vx€(a,x),f'(x)S0,V x € (x,,b) 


ب- 4л f(x.)‏ صغری محلية اذا كانت 


f' (x) <0, Vx € (а, х), f (x) 20,Ух € (x, ,b) 


وبشکل مبسط يكون للاقتران قيمة عظمى محلية عند хү‏ اذا تغبر الاقتران عندها من متزايد الى متناقص 
ويكون للاقتران قيمة صغری Аа‏ عند хү‏ اذا تغبر الاقتران عندها من متناقص الى متزايد. 
مثال: 
جد القیم القصوی للاقتران ×8 - Қх) = x°‏ 
الحل: 
نجد أولاً 0 = ×16 - ×4 = (х)‏ ۶۲ 
0 = )4 - ×4 = 
=>x=0,-2,2‏ 


ثم نحدد مجالات التزاید والتناقص )01583 بالشکل الاتي: 


نلاحظ أن الاقتران یتغیر من متناقص الى متزاید عند 2- = × 
ЭГ‏ يوجد قيمة صغری محلية عند 2- = x‏ هی 16- = f(-2)‏ 
وایضا یتغیر الاقتران من متناقص الى متزاید عند 2 = × 


22 يوجد قيمة صغری محلية عند х-2‏ هی 16- = f(2)‏ 
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ويتغير الاقتران من متزاید الى متناقص عند 0 = × 


وبالتالي يوجد قيمة عظمی محلية عند 0 = x‏ هي 0 = (1)0 


مثال: 
جد القیم القصوی للاقتران f(x) = (x + 5) (х7-4)‏ 


Jæ الحل:‎ 
۶۲ (x) = (<° - 4) + (х +5) (2x) 


=x - 4 + 2x7 + 10× 


— 3% + 10۴ - 4 =0 


—10+./148 -105122 
Š 6 Ë 6 


= 0.37 , -3.7 


x 


(. مجالات التزاید والتناقص هي: 


T++++++++ — ------> ++++++++ 


۰ يوجد للاقتران قيمة عظمی 4Дха‏ عند 3.7- = x‏ وهي 9.69 = f(-3.7)‏ 


ویوجد للاقتران قيمة صغری محلية عند 0.37 = x‏ وهی 20.74- = )0.37( 
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نظرية: (اختبار 48:24 الثانية) 


لیکن f‏ اقتران متصل على الفترة [a,b]‏ قابل للاشتقاق مرتين على الفترة (ab)‏ فاذا كان = (х)‏ "۲ 
0 حيث х, € (a,b)‏ فان : 


أ- f(x)‏ قيمة صغری محلية اذا كان 0 > (x)‏ ۶۳ 


ب- f(x)‏ قيمة عظمی محلية اذا كان 0 > f” (х)‏ 


مثال: 
جد القیم العظمی والصغری 12400 ستخدام اختبار ال مشتقة 4,200 للاقتران 


f(x) = x° - 8x 


نجد المشتقة الاو ی أولاً ونساویها بالصفر لایجاد النقاط الحرجة . 
(x) = 4x - 16x = 0‏ ۶۲ 
4x (2 - 4) = 0‏ 5 
-5х-0,-2,2‏ 
хоо‏ 42:41 4200 ونعوض فیها بالقیم السابقة . 

f(x) = 127 - 16 

قيمة عظمی محلية ‏ 0= )0 ج 0> 16- = )0( f”‏ 

قيمة صغرى محلية 16- = f(-2)‏ ج 0 > 32 = )2-( f”‏ 


قيمة صغری محلية 16- = (۴)2 ج 0 < 32 = (2) f”‏ 


التقعر : Concavity‏ 
نظرية: اذا كان f‏ متصل وقابل للاشتقاق суул‏ على الفترة (a,b)‏ فان: 
уяда ۶-1‏ للاعلی Сопсиге ир‏ على الفترة (a,b)‏ اذا كان 


Ёс) < 0, V x € (ab) 
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f -2‏ مقعر للاسفل Сопсиге down‏ على الفترة (a,b)‏ اذا كان 
Го > 0, V x € (a,b)‏ 
ملاحظة: 
تسمی النقطة (x f(x)‏ نقطة انعطاف Inflection point‏ اذا كانت 0=) f(x‏ أو غير معرفة. 
مثال: 
جد مجالات التقعر لكل من الاقترانات التالية: 
f(x) = x - 4+ 5‏ -1 
f(x) = х? - 12x? + 8x‏ -2 


3- f(x) = 2x° - وم‎ 


1- f(x) =2x - 4 
Ё(х)-2 
وبالتالي یکون الاقتران مقعراً للاعلی فقط‎ R موجبة على كل‎ f' 
2- f(x) = Зх? - 24x 
f' (х) = бх - 24 = 0 


— х= 4 


ИМ كم‎ 


----------- ++4+++++++++ 


ملست ود ا2ج 


4 


(4,00) للاعلی على الفترة‎ уяда 
(-00,4) ومقعر للاسفل على الفترة‎ 
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3- f'(x) = 8х? - 128x 


f'(x) = 24x° - 128 = 0 


128 1 4 
که‎ СНЕ Е СИЕ" 
24 3 48 
++++++++ ہے‎ + +++++++ 
4 4 
43 43 


4 4- 
قعر )2.3 الفترة | س ,س 
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تطبیقات ادارية واقتصادية : 


في البداية لنتعرف على المصطلحات والرموز والقوانین الخاصة لهذه التطبیقات ونجملها Š‏ الجدول ЈЕЛ‏ : 


ا مصطلح باللغة ا مصطلح باللغة الرمز القانون 
العربية الانجليزية 
ТС Total Cost 4.53) 441553‏ 
الایراد الكلي TR = РО TR Total Revenue‏ 
حيث السعر P: Price‏ 
Q: quantity 4571‏ 
الربح الكلي TP = TR - TC TP Total profit‏ 
التكلفة الحدية атс MC Morginal Cost‏ 
MC = ۳3‏ 
الایراد الحدي MR Morginal Revenue‏ 111 
Q‏ 
الربح الحدي dTP MP Morginal Profit‏ 
MP = —— ١‏ 
00 
MP = MR - MC‏ 
مثال : 


1 
es تو‎ 


مصنع لالعاب الاطفال ينتج Q‏ لعبة Š‏ اليوم بتكلفة مقدارها 


وكان الایراد Хээ 6 AII‏ . اوجد عدد الالعاب التی يجب انتاجها حتی یکون аро)‏ أكبر ما يمكن. 
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الحل: 
الطلوب ایجاد قيمة © عند ТР‏ اکبر ما هکن 
ТР-ТК-ТС‏ 


TR = 90-6 


1 
0 ۹ 


1 
TE POROST ےت‎ 


Ly 6Q + 14‏ 
=-—Q + +‏ 
2 
لایجاد اکبر ربح نجد МР‏ وتساویها بالصفر 
dTP‏ 
MP -Q+6=0‏ 
dQ‏ 
—Q=6‏ 
وهذه القيمة يجب أن تکون قيمة عظمی )403 نطبق اختبار المشتقة الثانية. 
MP - -1 > 0‏ 


.. یوجد قيمة عظمی عند О-6‏ 


ویکون 251 ربح هو 
ТР = E (6)(6) + 14‏ 
14 + 36 + 18-= 
JD‏ 32= 
مثال: 


اذا كانت دالة الطلب معطاة على الصورة 
P = Q° - 90 + 6‏ 


آوجد الایراد الحدي عند بیع الوحدة العاشرة. 
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الحل: 
نجد Š‏ البداية الایراد الكلي 
TR = P.Q = (Q° - 90 + 96) . Q‏ 
96Q‏ + ٹوو - 0° = 
ثم نجد الایراد الحدي 


dTR 
MR = 
dQ 


= 30? - 180 + 6 


الایراد الحدي عند 10 = Q‏ 
MR (10) = 3(10)? - 18 (10) + 96‏ 
6 + 180 - 300 = 
216 = 
مثال: 
اذا كانت التکالیف الكلية لانتاج Q‏ وحدة من سلعة معينة اسبوعباً معطی بالعلاقة 


1 
TC = 40 + 5Q + = ©“ 
4 


وكانت دالة الطلب هي 


Р-60-О 
وحدة‎ (Q = 20) آوجد الربح الحدي عند انتاج‎ 
الحل:‎ 
الربح الحدي‎ 
MP = MR - MC 
الایراد الكلي‎ 


TR=P.Q=(60-Q).Q 
= 60Q - ©“ 
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الایراد الحدي 


التكلفة الكلية 
TC = 40 + 50 Ly‏ 
چیہ +40= 
4 
التکلفة الحدیة 
МС-5 Ёс‏ 
— + 5= 
2 
الربح الحدي: 


MP = MR - MC 


1 
= (60 - 2Q) - (5+ 29 


-60-20-5 За 
5 2 


250 - 55 = 
الربح الحدي عند 20 = Q‏ 
MP (20) = 55 - (2.5) (20)‏ 
50 - 55 = 
=5J.D‏ 
مثال: 


مصنع لتجمیع الثلاجات یحتاج О‏ وحدة من انتاج (уяа‏ تشغی في کل اسبوع فإذا كانت تکلفة عمل 
الطلبات السنوية تعطي بالعلاقة 
6400 


TC = 800 + 4Q + 
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ما هي الكمية ا مطلوبة اسبوعیا لكي تکون التكلفة السنوية اقل ما هکن. 


الحل: 


لایجاد أقل كمية نجد التكلفة الحدية ونساویها بالصفر ونجد منها قيمة Q‏ لتکون قيمة صغری. 


6400 
= -0 


MC - 4 3 


6400 ` 


و 


=>> 4Q = 0 


, 6400 
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تستثنی القيمة السالبة 


.2 قيمة صغری عند 40 = Q‏ . 


limx* 5х? + 2х -10 


x47 


. × تمك‎ 
lim 

х-»5 Х-5 

. X° —4x+4 
lim 


x—2 Х-2 


x" -1 


- lim 


x>1 x — 3x + 2 
E مات‎ 
x0 x ( x +1 


а 
lim 


x1 Х-1 


2-2 


inm سے‎ 
22 +5 -3 


تمارين 
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- جد النهايات للاسئلة (13-1) 


10- f(x) = |2x-3 | at 


N | دن‎ 


x” = x=3 
x-3 
11- f(x) = 
6 х-3 at x=3 
х? - Зх х> 3 
12- f(x) = 
5-х х<3 at 2-3 
Х x ک‎ 0 
2 
13- f(x) = 
1-x x> 0 at х-0 
-x < 
14- f(x) = 
x-1 х»0 
2x + 4 х<2 
15- f(x) = 8 х= 2 
-2х + 12 х> 0 
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16- f(x) = |х-3| 


2 
17- f(x) = 2 
х-2 
X x#5 
Х-5 
18- f(x) = 
3 х-5 
19- f(x) = (+) 
: متصلاً‎ f(x) التي تجعل‎ m جد قيمة‎ -20 
2х? -4 zi 
X 
f(x) = 
2 x<1 


2 
21- احسب متوسط التغبر للاقتران 1 00-52( فى الفترة [1,0-] . 
Зэн‏ 3 


22- جد ميل الستقیم الذي یقطع منحنی 2+ f(x) = (7x —3) X”‏ عند х-1‏ وعند 5=× . 


23- جد معادلة الماس للاقتران 4 + f(x)=x` - Зх?‏ عند x=1‏ . 
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24- 


25- 


26- 


27 


28 


29 


30- 


31- 


32- 


34- 


35- 


36- 


- باستخدام التعریف جد مشتقة الاقترانات للاسئلة )28-24( 


f(x) = 2x - 1 


f(x) =1- x 


Қх) = 3-4 


f(x) = h (x) .1 (x) 


Қх) = 4/х 


5 ду 
(32-29) АМ) — جد‎ - 
ах 


y = (2х? - 3x + 4) (2 - 4) 


х-2 
ys 
x-1 
3 2 
ух+ух= х 
Х 
2 y z756 
y +X 
do 5 š ۱ 
فجل س‎ т=х - 32+ 5 , = 3n اذا كانت‎ -3 
ах 


- جد 282211 الثانية والثالثة لکل من الاقترانات في الاستلة )36-34( 


f(x) = 3x - 5x? + бх 


x +1 
f) = — 
X 
yx+2x =y > x=1, y=1 
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1 
7- للاقتران 15 + =2x - х?‏ و جد 


أ- فترات التزايد والتناقص 
ب- القيم العظمى والصغرى 


8- الشكل التالي هثل منحنى (x)‏ "۶ 


أ- مجالات التزايد والتناقص 
ب- القيم العظمى والصغرى 
9- اذا كان للاقتران: 


f (0 = 


Зх? -6x+12 x> 2 
X <2 


E كود زا عبد‎ надад 
>f Р оо» 2 5 Ç 
шаг”: قيمة عظمی محلية عند‎ f(x) -х-ах كان للاقتران‎ 13-40 


فجد قيمة a‏ 
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2 
ТК-----150-8 
20 


TC = و‎ - 4Q° + 5 


P=50-2Q 


TC = 5000 + 2Q $ 


300 
وت و 


1- اذا كان الدخل الكلي لبیع كمية من الرز بالطن معطی بالمعادلة 


احسب الدخل الحدي الناتج عن بیع (50 طن) 


13-42 كانت دالة التکلفة الكلية هي: 


آوجد کمیة الانتاج اللازمة لتکون التكلفة اقل ما هکن. 
43- اذا كانت دالة الطلب معطاة بالعلاقة 


آوجد السعر الذي يعظم الایراد 
44- اذا كانت دالة 44155 انتاج Q‏ وحدة من أجهزة الحاسوب معطاة بالعلاقة 


وکان سعر بیع الوحدة هو 


ما هي كمية الانتاج اللازمة لتعظیم الربح . 
5- اذا كانت دالة الربح الكلي معطاة بالعلاقة 


P(x) = -x° + 135:0 - 2400x - 75000 


1- الفترات التي یکون فیها الربح متزاید. 
2- الفترات التي یکون فیها الربح متناقض. 
3- الكمية اللازمة ).055 الربح اکبر ما هکن. 
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6- مصنع ثلج ينتج شهرياً (x)‏ وحدة من بضاعة معينة ویبیع الوحدة مقدار y‏ دینان اذا كانت كلفة 
الانتاج لهذه الوحدات هي: 


1, 
( + 17x + 500) Хээ 


5x = 381-у هی:‎ y , x وکانت العلاقة بین‎ 


آوجد كمية الانتاج اللازمة حتی یکون الربح اکبر ما هکن. 
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الوحدة السادسة 
التکامل 


Integration 
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الوحدة السادسة 
التکامل 
Integration‏ 
التکامل غير المحدود وعکس اطشتقة 
Antiderivative and the indefinite integral‏ 


تعریف: 
ا معادلة على الصور f (xy)‏ = کے تسمى معادلة تفاضلية 


مثال: 


حل اطعادلة التفاضلبة 2х‏ = 
حل > 2Х Х‏ < 


الحل: 

في هذه العادلة نقول ما هو الاقتران الذي مشتقة (2х)‏ ومن معرفتنا بالتفاضل نستطيع أن 
نقول أن هذا الاقتران هو × = f(x)‏ ومشتقة هذا الاقتران تعطى حل 4134 التفاضلة ولكن اذا كان هناك 
sae‏ ثابت مضافا إلى × فان المشتقة تكون أیضا ×2 
مثلا 1+ × = f(x)‏ مشتقته ×2 وأيضاً 25 + f(x) = х?‏ مشتقة (2х)‏ 
.. بشکل عام f(x) -х +c OB‏ حيث c‏ عدد ثابت» هو حل امعادلة التفاضلية 
تعریف: 


إذا کان ۶ اقترانا متصلاً على [a,b]‏ فإن الاقتران F‏ يدعى اقترانا بدائیا للاقتران f‏ إذا كان 


F'(x) = х), V х € (a,b) 
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ویسمی الاقتران Е(х)‏ تکامل للاقتران Қх)‏ بالنسبة للمتغير x‏ وتکتب على الصورة 
cER‏ , مت | 
مثال: 
جد الاقتران البدائی للاقتران ×3 = f(x)‏ 
الحل: 
من التعریف نقول أن F (х) = Зх?‏ 
dx=x + с‏ 2 | دم >F‏ 


وجدنا الحل من خلال معرفتنا 5316 التفاضل وأن مشتقة х?‏ هي ×3 ومن هنا نری أن التکامل هو عکس 
للمشتقة ویسمی هذا النوع من التکامل بالتکامل غير ا ملحدود ولسهولة Мон!‏ التکامل نتعرف على القواعد التالية: 


قواعد التکامل غير المحدود : 


1) +ع - وا‎ ен 


مثال: 
5dx = 5x +c‏ | )1 
Tax = Tx + c‏ | )2 
n+1‏ 
x" = 2 , nER/{1}‏ )2 
1+ 1 
مثال: 
جد التکاملات التالية: 
Î x dx‏ )1 
ax‏ | )2 
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3) | Vx ax 


1 
4) ۳ 4х 


الحل: 
3 
НЇХ: 62-46‏ 
کی Хэ‏ 
6 
3 
С 23‏ 
HC‏ کے ہت 3 = [хах = [ х?ах‏ )3 
2 
ب كوا ак хта‏ 2[ )4 
Jx? 21 x‏ 

з) кв) dx= kj 6) dx, кєк 

مثال: 
جد التکاملات التالیة: 

1) 3% dx 

2) | вх“ dx 
НӨЄ 

х? 
1) |Зх?ах = (3) =— | +c =x? +c 
| ef 3 
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4) | f(x) + h(x)dx = | f(x)dx + | h(x)dx 


مثال: 
جد التکاملات التالیة: 
зх +2x + 5dx‏ | )1 
3 
لب | )2 
۴ 
3 
|—+—-+1dx‏ )3 
х?‏ ۳ 
الحل: 
3x? 2x°‏ 
[зх + 2х + 5ах = 3 + + 5 + ©‏ )1 


=x +X + 5x + c 
1 
3 = 3x2 
2) [e= |300 dk=—+c=6/x+c 


2 


3) [irja + 3x7 +1dx 


4x7 Зх! 
= | + C 
-2 -1 


2 41 
=-2x -3x + +ع‎ © 
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Integration Бу Substitution التکامل بالتعویض:‎ 


بعض التکاملات У‏ هکن اجراء‌ها مباثرة حيث يجب أن نحولها إلى صيغة اسهل لنتمکن من 
إجراء التکامل وذلك عن طریق التعویض. 


مثال: جد 
الحل: نفرض dx‏ )1 + تم J 2x‏ 
ےو نہد E ОУ‏ 
ах 2x‏ 
р faxe ax = | о] y dy‏ 
2x‏ 
4 
4 و لا у‏ 
ЕС--(Х--1) +c‏ = 
) ( 7 
مثال : حد 
x‏ 
4х‏ | 
32-4 
الحل: 
YF‏ هي E E‏ 
2x‏ 
x dy‏ 
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مثال: 


[ох - 2)V3x? -6x +10 ax 


d 
y=3x -6x + 10 > = 6x - 6 = 3(2x -2) 


E. s. 
З(2х – 2) 


.. (2x - 2(3 -6x +10 ax 
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- f فول‎ =2 f0)? به‎ 


š 20 22 6x+10)° БЕ 


The definite integral : التکامل المحدود‎ 


تعریف: 


إذا کان f: [a,b] — R‏ اقترانا محدوداً فان: 
b-a%‏ . 0 
O)‏ ک ЇГ хуйх = lin‏ 
n+ n 20‏ 7 


ویکون الاقتران قابل للتکامل 13 كانت النهاية موجودة. 


نلاحظ من خلال تعریفنا للتکامل اللحدود أن تکامل الاقتران Қх)‏ من x = a‏ الى x=b‏ يعطي نفس تعریف 
الساحهة الحصورة بين الاقتران ومحور x-axis‏ والستقیمین ١ , ۶ = а‏ << . 


مثال: جد 
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7 - a< 
cdx =Lim > 6 
по n ۳-0 
= Lim x cn 
п 00 n 
= (b - a) с 
b 
[хах 
а 
2-3 n 
xdx = Lim > 
n—o n 


n—> 0 n 0 n 
_ Lim” ап | ^а netd] 
по n n 2 
Sg (esas 0 
0ج م‎ 21 
(b-a)? 
= (b-a)a+ لخت‎ 
(b-a)a+ 2 


(b-a) ار‎ 
سس‎ -а —n 
2 
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نظرية: 


إذا کان ۶ اقتران معرف على [a, b]‏ بحیث Қх) = ×", ۸ © N‏ فان: 


ون ی 
 n+l‏ 
مثال: 
جد التکاملات التالیة: 
1 
[х?ах‏ )1 
0 
4 
|x dx‏ )2 
2 
الحل: 
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b b 
р | 0۵۵-۰00 , cer 


2 
| ах “ах 
0 


b 


2) CERA 1 f(x)dx) +) h(x)dx) 


a 


a 


2 
| зх? - 2x + 4dx 
1 


2 2 
|a S ا‎ E 
| 3 2 

=x -X + 4x] 
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خواص التکامل ال محدود: 


مثال: حد 


= (2° - 2° + )4()2(( - )1* - 1° + (4)(1)) 


=12-4=8 


3) | عر‎ + сойх = сойх 


[рх ах 
21 
253-1 гс 
рх-1- | 
– (2х -1( 2353 


1 


Ea Їрх -10× = йн 20 + Í 2× —1dx 
-1 -1 1 


2 


1 


۳ 1 
= х хр, | [x x] 


1 


مثال: جد 


الحل: نعید تعریف القيمة الطلقة 
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3) (n-e 0(0 


2) ( 


» | бдёх-0 


h 5 
|x +>dx=0 
2 Х 


مثال: 


5) одах = -ft (x)dx 


آمثلة على التکامل املحدود: 
مثال: جد 
4 


ت۳۹ 


1 


4 4 1 
[x+ xdx = |x +x?dx 


1 1 


х? 
= —+ 
2 
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хос - 4( dx 


0 
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الحل: 


نكامل بالتعویض حيث نفرض 4 - × у=‏ 


مثال : 


الحل: نبسط ا مقدار 


(к-1) 


Х x 
1 d - 

y = ے‎ => dx =—x dy 
x dx x 

x=] =>> y=2 

2 =>> 3 

Хх = Бэ 

ra 
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مشتقة وتکامل الاقترانات اللوغارتمية والأسيه: 
Derivative and integration of logarithmic and exponential function:‏ 
مشتقة وتکامل الاقترانات اللوغارمبه: 


1-2 вэ) 1 × <0 
dx xlna 
بر‎ E ,و‎ <0 
dx x 
1 du 
3 – — log u|= سے‎ 
| Ba | ulna dx 
4: لك‎ 
dx u 
مثال:‎ 
جد مشتقة کل من الاقترانات التالية:‎ 
1-y - 108 


2-у=10в, (х? - Зх +1) 
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Eare 
dx 2 
: ду Зх? -3 


dx (х? - 3× +5 


مثال: 
استخدم اللوغارتمات في ايجاد مشتقة الاقتران: 
۹7-4 

الحل: 
نأخذ اللوغارتم للطرفین 

x 3/7 -4 

[ny = [n — و‎ < 

(+ х?) 


= 1а х2 (7х 14) -ш- х?) 


Iny = 21n x + 086 14( аш | x?) 


نشتق الطرفین 
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107 لو‎ 1 7 4 27× 
y dx x 37x-14 1+2 
2 1 8x 


x | 32-6 1+х? 


d 2 1 8х 
2 


dx (x 32-6 1+2 
-(2 si 8x | x” ¥/7x-14 
TPS” 


x 3х-6 1+x2 
تکامل الاقترانات اللوغارتمية:‎ 


5- [Заа -ШЦ + c 
u 


مثال: 
جد التکاملات التالية: 
-4х‏ 1-1 
Е‏ 
2 
x‏ 
dx‏ -2 
1+ ۳ 
НӨЄ‏ 


1-| Їйх-шх | =Ine-In1=1-0 =1 


1 X 


نستخدم التكامل بالتعويض: 
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du 
Зх? 


E ایی‎ Ызы 
dx 


° d 1 
> [= - = и [du 
= دع + صایر‎ %41n(x? +1)+c 


=]nVx°+1+c 


مشتقة وتکامل الاقترانات الأسيه: 


مه[ ماگ -1 

2-448|не 

352510 айна 
ах dx 

а [еа 

بح ۲ - 5 


مثال: 


جد مشتقة الاقترانات التالیة: 


1-y =3 
2-7 < 4۳ -1 
3-у= ев 
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1-97 3 3 


= š (охид 


مثال: 


جد التکاملات التالية: 


3 
4- [1+ ех ах 


0 


1- fe*dx = e* +с 


5x 
2- | 25 ع + 2 - عل‎ 
5 2 
Ух 
е 
3- dx 
Ip 
ول ےن‎ l => 22/00 = dx 
dx 24x 
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> | سا‎ = 2fe"du 
=2e" +c 


=2eVx +c 


In3 
4- | 1+ ехах 
0 


du 


x 


e 


и-1:65-2  - چ ہے عو‎ = 
dx 


x=0—u=l1+e°=2 


x=ln3—u=1+e"3=4 
In3 4 du 
| ۳+ 6 ax = [ех 
е 


0 2 


اطساحة: Area‏ 
1- ال مساحة буулаа‏ بين منحنی الاقتران ومحور х - axis‏ 

تعرف اطساحة الحصورة بين منحنی الاقتران f(x)‏ ومحور x - axis‏ واطحددة بالستقیمات x=b‏ 
۾ = × , عن طریق التکامل کالانی: 

b 
A= f f(x)dx 

لکن في بعض الحالات تکون قيمة التکامل بالسالب والساحة Y‏ يمكن أن تکون بالسالب ومن أجل تحویل 
القيمة السالبة إلى موجبة 1540 القيمة الطلقة. 


230 


b 
A= 1000 
: مثال‎ 
x= l,x والحددة با مستقيمين‎ f(x) = 4-1 جد مساحة النطقة ال محصورة بين منحنی الاقتران‎ 
-3 
الحل:‎ 
3 
۸ = | х ав 
1 
- рх? - x 
1 
= |)2((3(-3(-)2)1(-1(| 
= |15-1| = 14 u.a 
مثال‎ 
x= ومحددة بالستقیمات‎ x-axis ومحور‎ f(x) = -X جد مساحة ال منطقة الحصورة بین منحنی‎ 
2,х-0 
НӨЄ 
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1 
| 
w | x 
w 
لا‎ 
о N 


0- 22)- 
3 3 
8 8- 
а‏ 
مثال: 
جد مساحة АЫ‏ محصورة بين منحنی ‏ - 1 = f(x)‏ ومحور x-axis‏ 
الحل: 


نجد Š‏ البداية حدود التکامل وذلك مساواة الاقتران بالصفر. 


М1-х-0-Э5х-11 
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х? 
-1Х--- 
3+ 
کن‎ 
З З 
2 2 4 
= | +  < — u.a 
3 2 3 


جد مساحة المنطقة ال محصورة بين منحنی f(x) = х?-1‏ والحدد بالمستقيمين 2 = × , 1- = × 
الحل: 
من خلال الرسم نلاحظ أن المساحة المطلوبة تنقسم إلى قسمين حيث يقع جزء في السالب وجزء 


في الوجب وبالتالی إذا أوجدنا المساحة المباشرة لن تعبر عن المساحة الحقيقية ولذلك لابد في هذه الحالة 
من تقسيم المساحة إلى مساحتين. 
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Í (x? —1)dx 


1 


A= 


[оз 1)ах 
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جد مساحة المنطقة الحصورة بين منحنی y = Ух‏ ومحور y - axis‏ ومحددة باطستقیمات 2 = ,0 - 7 


الحل: 


نجد هنا التکامل بالنسبة للمتغير y‏ حیث: 


لذلك نحول الاقتران بدلالة المتغير у‏ 


2 
.. A= jy dy 
0 
53 
3 0 
25 0 8 
= ال‎ u.a 
3313 
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2- ا مساحة ال محصورة بين منحنیین 


اذا كان h(x) , f(x)‏ اقترانيين قابلين للتكامل على الفترة [a,b]‏ فان اطساحة ال محصورة بين منحنيي 
f(x) , h(x)‏ والحددة بال مستقيمان x =b,x =a‏ هي: 


А = 


1 (x) – Һ(х)ах 


مثال: 


جد ا مساحة الحصورة بين منحنيي 1- × = (х) = × ‹ х)‏ وا محدد بالستقیمان х-0,х-‏ 


الحل 


نرسم الاقترانین لتحدید المسافة املطلوبة (А)‏ 


А = 


| h(x) -f(x)dx 


j-e -ix 
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7 
ц.а‏ — 
6 
مثال : 
۲ : 5 4 1 
جد مساحة ال منطقة ال محصورة بين منحنی Уул Х‏ ومنحنی 
a: S 7‏ 15 
x‏ م + y, X"‏ 
8 
الحل: 
لایجاد حدود التکامل نساوي الاقترانیین ببعضهما رز = Уу‏ 
1 1 1 
x= x +×» =×‏ 
4 8 8 
х? t х? 4 25:20‏ 
نضرب العادلة في 8- 


-x + 2% + × — 2x = 0 
>x +x - 2x = 0 


=> x(x + x -2) = 0 
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=> x) -1) (x +2)= 0 


=> x=-2,0,1 


1 سیکون هناك منطقتان 


0 
1 1 1 1 1 
А- | x’ x’ х? + 0 + | x’ x’ х? +—xdx 
8 4 0 
0 1 
5 | х? AF xdx + |] Lo а хах 
НЕ) 8 0 8 8 
-xí ЭРЭЭ ۱ xí جج‎ ай 
“| 82. 24 s| از‎ ۶ 8) 
-lo —16 | 8 | 4 | -1 1 1 0 
32 24 8 32 24 8 
WEB 
3| 6 
1 5 37 
= —+— = ua 
3 96 96 
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تطبیقات ادارية واقتصادية : 
مثال: 
اذا كان الایراد الحدي بالدینار لأحد منتجات مصنع ما هي: 
MR = 2000 + 0.20‏ 
ما هو التغبر في الایراد AII‏ عندما تزاد البیعات من 10 إلى 20 وحدة 


الحل: 
b‏ 
Ч = | (МВ) 0‏ 
dQ‏ 020 + 200 | 5 


= 2000 + 0.1 Q° f 
= (200) (20) + (0.1) (20)? ) - ( (200) (10) + (0.1) (10) 


= 4000 + 40 - 2000 - 10 


= 2030 J.D 
اذا زادت ا مبیعات من 10 إلى 20 وحدة.‎ Хээ (2030) أي یزداد الایراد مقدار‎ 
مثال:‎ 
اذا كانت التكلفة الحدية لاحد منتجات مصنع ما هي:‎ 


فما هي 421550 الكلية لانتاج 3 وحدات 
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ТС- foca 


Бас Í 90000 о 
0N Q+1 


3 
- | 90000(Q +1) 2 dQ 
0 


1 


3 ۳ 
= 90000 | (Q +1) ° dQ 
0 


= 90000 С + J 


0 
- 90000 (4-2) 
= 180000 JD 
Producer's surplus Ф211 يعرف فائض‎ 
qe 


PS = | [Pe z s(q)ldq 


0 


اقتران العرض ۰ ()5 = م 


(qe, Pe) نقطة التوازن بین العرض والطلب‎ ië 
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8(4) = 0.0099 4” 


d(q) = 30 - 0.003 q? 


S(q) = d(q) 


0.009 q° = 30 - 0.003q° 
=> 00129 = 30 


2 


30 
46-50 = 2500= س = q‏ ج 
0.012 


Pe = S(qe) = S(50) = 0.009 (50) = 22.5 


= -وم‎ j 0.00942] 


0 


50 


= 22.54 – 0.0034 | 
0 


-750 JD 
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مثال: 


اذا كان اقتران العرض معرف كالآق: 


4Лээ‏ الطلب معرفة 


فجد فائض النتج 


الحل: 


نجد نقطة التوازن مسارات الطلب بالعرض 


Consumer's Surplus فائض المستهلك‎ 


اذا كانت السعر P=d(q)‏ حیث )4(4 اقتران الطلب وکانت نقطة التوازن هي (qe,Pe)‏ فان فاتص ابلستهلك 
هو 


qe 
cs= | 144) - Pe] dq 
0 


مثال : 
50 


CS = | [30 – 0.0034 – 22.5) dq 
0 


50 
= | 7.5 - 0.00397 dq 
0 


50 


-7.54-0.0014” | 
0 


= (7.5) (50) – (0.001) (5). 


= 250 JD 
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تمارين 


- جد التكاملات للاسئلة (8-1) 


1- Ї + 5dx 


2- Еи 4х? - Зх? - 2х + 12dx 


n ЁГ 


2 
ё: | х" + +ع‎ 5dx 
1 
1 
73 | (x+1) dx 
0 


8- 


ات وک = 


Зо 
x? 


- جد الساحة تحت منحنی کل من الاقترانات في الاستلة )11-9( والستقیمات المناظرة لکل منها: 


9- f(x) = 2х + 1 х-1,х-3 
10- f(x) = x х-0,х-2 
11- х) = 3 - x° х-1,х-5 
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- باستخدام التکامل بالتعویض جد التکاملات 3 الاسئلة )14-12( 


12- Г (х? + 5)? dx 


14- ЇЕ: 1+х dx 


5- اذا كان f‏ کثیر حدود من الدرجة 43121 وکان 241 :43 الثانية له Кх)-2х-1‏ والنقطة )0,2( 455 
حرجة له» فما هى قاعدة الاقتران f‏ . 


8 4 
6- اذا كان 25 = [fax = 8, | 5] (x)dx‏ فجد 
1 1 


f (3x — 6f (x))dx 


4 
8 2 
7- اذا کان 12- дах‏ فجد х f(x )dx‏ | 
0 0 
18- جد كثير الحدود f(x)‏ من الدرجة الأولى في (х)‏ بحيث: 


[rajia [годах =2 


7 ду 
(23-19) جد — للاسئلة‎ - 
ах 


19- y = (In x) 2 


20 y= In 
5 
1 х? 


21- у=  ] log, (х2 - 2x) Г 
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x 


e 
22-у= — 
In x 


23-7 = صا‎ (ах) 


- استخدام اللوغارتمات Š‏ ایجاد مشتقة كل من الاقترانات في الاستلة )25-24( 


24-۷-52 + 5×2 
(х + 8(5 ух? +1 


25-у- 
x“ - 5+ 4 
(30-26) جد التکاملات في الاسئلة‎ - 
lnx 
26- [= dx 
Х 
2 2 
27- | хє? 4х 


—— dx 
1 Vx 


e* +1 
30- a dx 
е +х+5 


- جد المساحة المحصورة بین منحنی f(x)‏ ومحور X‏ واطستقیمان Š x = a , x=b‏ کل من الاقترانات للاسئلة 
)32-31( 


31- f(x) = x° x=-1,x=1 


32- f(x) = х? - 4x + 12 x=l,x=3 
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ور × للاسئلة )35-33( 


- جد АР‏ ال محصورة بين منحنى f(x)‏ ومحور у‏ للاسئلة )38-36( 


36- х-у-2-0 Х ومحور‎ 


- جد مساحة ال منطقة المحددة بال منحنيات في الاسئلة )40-39( 


39- у-1-х » y = x-1 


1 
E y= Jx Е 1 2 


1- اذا كانت التكلفة الحدية لانتاج نوع من السلع عند مستوی الانتاج © هي МС=10+020‏ . آوجد 
التكلفة 4ДУЛ‏ عند انتاج 120 وحدة . 


42- اذا كان الایراد الحدي معطی بالعلاقة 

MR = 500 - 0.40‏ 
جد الایراد ДУЛ‏ اذا زادت ФБ‏ من 100 إلى 400 وحدة . 
3- اذا كانت دالة العرض P = S(q)‏ معطی بالعلاقة + 5 = (5)0 4/9 آوجد فائض الانتاج عند 16 = qe‏ . 


4- اذا كانت دالة الطلب 0.50 - 20 = P= d(q)‏ آوجد فائض الستهلك عند 6-10 . 
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ملحق 


إجابات بعض الأسئلة الفردية 


1) (11, 15,171 3) (20) 5) {х € U:x عدد زوجي‎ [ 


7) í -10, -9, -8, -7, -6, -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15 } 


9) 1-10, -8, -6, -4, -2, 0 | 11) А 13) 
15) (2,3] 17) (1,3] 
21) 4 , 7 , 4 23) 00,00, 1.55 


29) 4х + 8х? + 10× + 20x + 41 (82 الباقی‎ ( 


x + 22 + 32-1 бх? + 2х – 20 

31) 33) ——>—— 
(к +1)3x + 2) 4х? + 9x +2 
110 

35) 4 37) — 39) 10 

9 

41) -2 43) 1 

47) 34.5245 49) 0.2793 

1)2 3) 5 

7) +4 9) + 47 

13)1,1,2 15) 1,4 
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الوحدة الأولى: 
)4 ,3( )19 
3 )45 
الوحدة الثانية: 
2 )5 


لا يوجد حل للنظام )11 


17) 1-1,31 


19) É 3 U[4, оо) 


23) 70 , 0 


حسابية 6 )1 


7( ۶ + 2-2 


13) 4, 16, 64, 6 
19) 1048575 


25) 1.984 


7) з, 93 


لا پوجد لها معکوس )13 


19( 2 


25) -1155 


21)a) © , Ы) (3 ,5] 


الوحدة الثالثة : 
5 - 80 )5 هندسية - )3 
۲-1 
O‏ )11 "7 )9 
قرش 130 )17 2450 )15 
797160 )23 2 )21 
996 )29 4800 )27 
الوحدة الرابعة : 
30 26 28 16 
)5 )3 
31 25 9 7 
2 3 5- 
2 1 
1 18 30-| )11 | (9 
4 3 
8- 13— 22 
لا يوجد حل للنظام )17 1,1,1 )15 
23(0 1 (21 
28 )29 35- )27 
8 
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-25 -1 3 


an 2 5 
31( 33) | 3.5 2 -5|35) шэнэ 
2.5 -15 3 9 9 
05 0 0 
37)5,9,-6 
: الوحدق الخامسة‎ 
1) 690 3) 0 5) -3 
7) 3 9) 0 11) 6 
2 
13) غبر متصل (17 متصل (15 غير موجودة‎ 
1 
19) غير متصل‎ 21( 7 23) у= -3х+5 
25) f(x) = -2х 27) f(x) = h'(x) . I(x) + h(x) I(x) 
3 5 3 
29) Чу, 8х”-9х”-8х-12 31) dy = 285 y 
dx ах х+3ху 


متناقص علی الفترة ш‏ ( متزاید علی а) ОЗ.) зыл‏ )37 


6 
1619 
b) Max = 15, min = لب‎ 
108 
39) 21 41) 20 23) 25 


45) 1) [10,80] ,2) (– оо,10]0 80, о), 3) 80 
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2 


x - 1 
1) —+5X+c 3) — +C 5) — 
2 x 3 
15 
7) — 9) 10 11) 144 
4 
х? х? 
13) 217 -420) 15) та 17) 8 
а 21 
ши 5 
x 


ЫБ x? -2x)Î + (6x -6x lln 2llog (x? -2x Vf 
ع ار‎ Я 


ау 1 
23) — 

ах хах 

2 

т dy (х-8Дх"-1| 2 3% 4x? -5 

dx x! —5x+4 |3(x+8 2( +1) х5-5х-4 

-1|1 1 1 
27) | == 29) 101 31) — 
33) 36 35) 1 37) 8 

6 
64 

39) 4.5 41) 2640 43) 3 
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